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10 INTRODUCCION AL ESTILO MATEMATICO
8. ESTILO romMAL .. .. . 184 PREFACIO

L El formalismo e :

gﬂﬁq formal ... 1]38;
Lae ;tmgum formai [ R llglg En sentido muy amplio puede considerarse el Lenguaje como un
2. Estilo semiformal instrumento mediante el cu.al una persona comunjca algo o informa
Un ejemplo .. ;B ¢ dealgo a otra u otras mediante un conjunto_. de SIgnos y unas reglas
e S e 1921 para operar con ellos, bajo el estimulo de diversos miembros de un
) i conjunto que pueden denominarse Objetos —-pensamientos, viven-
LOS GENEROS ... .. = = e 196 [ C€ias, emociones, cosas, los propios signos...—. Exige el Lenguaje,
. Lengugje de creacigy B como minimo, seis elementos: Emisor, Medio de transmisién y re-
) 19 . cepcién, Receptor, Objetos, Signos, Reglas o convenciones lingiifs-
L Ensayo .. .. . . . Tt e 196 | ticas. De ellos vinicamente se tendrin en cuenta, en lo que sigue,
2. El Diario matemdtico . _ los dos 1iltimos. Del conjunto de signos, al que cabe dar también
El borrador de Dedeking | R 1% ' como nombres el de Campo, dominio o universo, el Emisor elige,
El Diario de Gauss ... }g; para su mensaje, algunos, teniendo presente las combinaciones a
3. LaCarta . . que pueden dar lugar mediante las adecuadas Reglas de transfor-
cortann _. e 199 | macién. La eleccién se encuentra basada, en general, en el distinto
Fuente informaive " " ST e 199 ing de estimulo recibido por parte de los objetos, que provoca
La Carta-borrador ... " L gg? " la necesidad de emitir cierto mensaje utilizando ciertos signos. En
2. Lenguaje de exposicicn - | esta eleccidn no sélo influye el estimulo consciente; también otras
Dificultades para el tector ., .~ 0o 200 tendencias que pueden no serlo o, al menos, no constituir el estimu-
3. Lenguaje de divulgacicy 202 lo fum!amental aparente. Asi, quien pretende emitir un mensaje bajo
La recreacion lectora 203 | un est1}11ulo puramente COﬂCﬂpIUFI.], 0 que'se le p'resenta como tal,
Obra de final, de comienyy de Gposs T ggg elige ciertos signos, pero el emisor no sélo envia su mensaje en
I { un plano puramente cognoscitivo y estd movido por el solo plano
INDICE DE NOMBRES f conceptual. Lo elige v emite pen§a11do tanto en su mensaje como en
207 ¢ un receptor o receptores de aqui y ahora o de un futuro, Lo envia
— para y espera de. Por ejemplo, para convencer porque es €l quien
estd convencido de su mensaje, y con €l espera influir en el recep-
tor, o receptores, de modo que lo acepte o critique y actiie en con-

secuencia. Incluso en este mismo plano simbdlico pretende el con-
vencimiento o asentimiento dotando al mensaje, por eleccidn que
intenta adecuada de los signos sefiales, de una radical objetividad
¢ impersonalidad, con total ausencia de emotividad o afectividad. Con
cllo pretende desaparecer como elemento constitutivo del Lenguaje
dotindolo de lo que se ha denominado cardcter cientifico. Preten-
SION que, en su acepcidn estricta, se muestra como contradictoria
en si, ya que, aparte de que sin Emisor no hay Lenguaje, en el
origen se halla, como motivacién, bien el deseo de ayuda a los




—aunque éste “los demgs”

existencia. .. Motivaciones,
conceptual,

§ea en mimero minimo— de Ja propia
en el fondo ajenas a 1o estrictamente
una satisfaccién personal, ya una nece.
ad de la colectividad, Motivacién 1iltima
sustrato comiin de todas ias demas, sy

] - Pero ninguno
0 su totalidad, aunque se admita su fi-
manejardn ciertos agregados de ambos
» el campo parece presentar una

presenta subconjuntos propios
sublenguajes.

meras’ “terminologias”

§icos... La compieta comprensién o conocimient
lp::lr parte de un receptor depende estrechamente
Songlcxl?sjf: p:oplcl): de ]esa disciplina. Ahora bien, estos sublenguajes no
Junios. Por lo prontg, contie i
: . nen gran cantidad de si
universo o lenguaje usual i Po-iredie
que constituye, real i i
dad do loy gomoe X mente, la casi totali-
e cada sublenguaje, sie Srmi
< . siendo estos térmi
Inunes en su mayoria a casi tod ementos
‘ _ os ellos. Igualmente
m ] | c ] » COMO elementos
prescindibles, como categorias, figuran las conectjvas proposicio-

deportivos, metafi.

En esta pertenencia a la inter
cuentra la posibilidad d
bivalencias..., ademds d

\terseccion de varios lenguajes se en-
e €quivoco, analogias, ambigiiedades, am-
e la propia vaguedad, intrinseca, de muchos
© 8¢ encuenira inmerso en up agregado del
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- 1a completa comprensitn, igualdad y manejo de las convenciones—

puede encontrarse inmerso en un agregado distinto y en un sub-
conjunto de objetos diferentes, pudiendo dotar a los signos que
recibe, o sentirse influido por los objetos que le rodean, com una
interpretacion que no corresponde a la dada por el emisor. Se crea,
con ello, confusién en el mensaje y, por consiguiente, en la comu-
nicacién. De esta posibilidad de error gozan todos los lenguajes,
precisamente por esa interseccién comiin que existe entre ellos. La
expresividad, riqueza e imporiancia de alguno se apoya, sin em-
bargo, en dicha posibilidad. Asi, el lenguaje poético; asi, el len-
guaje politico-econémico utilizado en ciertos paises y determinadas
circunstancias. El manejo de las equivocidades, analogias, ambi-
giiedades, se convierte en un Arte. Asi, la Poética; asi, la Propa-
ganda politica. Este mismo hecho es, en un plano que se pretenda
estrictamente conceptual, fuente de errores. -Errores que para un len-
guaje conceptual formal, simbélico, tienen que ser, de modo impres-
cindible, superados. Dos son las maneras posibles de hacerlo. En una
el Emisor deberia precisar no sélo los términos gue emplea, asi
como los estimulos que le conducen a utilizarlos, y el manejo de las
convenciones con que los utiliza, sino también el lenguaje del que
las toma. Esta solucién presenta, de hecho, una dificultad. Aparte
de que para indicar el lenguaje que va a utilizar el Emisor requiere
el empleo de un lenguaje més amplio y, por tanto, mis expuesto
a error de comunicacién e informacién, los lenguajes parciales no
son estamentos de fronteras nitidas, de absoluta y rigurosa delimi-
tacién. La precision exigida no es nada facil de conseguir con sélo
este medio, siempre afiorado, de precisar contextos y definir todos
los términos que se utilizan. Ciertamente ha sido y es el mas uti-
lizado, base ademds para otras posibles soluciones, y ello porque
siempre es preferible intentar la precisién que contentarse con el
equivoco. Un segundo procedimiento consiste en construir lengua-
jes perfectamente delimitados, reducidos en su campo a unos signos
que, salvo las constantes l6gicas primitivas, sean propios, no per-
tenecientes a ningin otro lenguaje. Como no es posible esta deli-
mitacién con s6lo los signos, es preciso construir reglas caracteris-
ticas, precisas. Construido un lenguaje formal de esta manera, la
solucién a los problemas del equivoco tamto internos como los
producidos en la comunicacién, quedan resuelios con ayuda del
primero de los métodos. Basta indicar, ya, el lenguaje utilizado.
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Este segundo procedimienio es el proceso seguido por el lenguaje
Matemitico en este siglo mediante la axiomatizacién y la forma.
lizacién, que ha permitido aclarar ¥ aun resolver alglin problema
clasico como el sentido del término “verdad”, Sin embargo, este
proceso encierra, por su parte, fuertes inconvenientes, Entre otros,
el de que sélo es posible no Ya en la totalidad de un sublenguaje
cientifico, sino sélo en porciones del mismo. Requiere, ademds, la
existencia de otros Ienguajes mas amplios, metalenguajes, para
poder describirlos y poder manejar sus reglas operacionales. Meta-
lenguaje que, en general, no es otro que un sublenguaje mas amplio,
que a veces exige ser igualmente estructurado, necesitando entonces
un metametalenguaje. Por otro lado, arrastra consigo problemas

como el del estatuto ontolgico o contenido referencial semdntico
de los signos que utiliza,

Entre los sublenguajes que muestran una caracteristica m4s
conceptual el matemdtico presenta, en competencia con el légico,
gran cantidad de signos que se convierten en comunes a otros sub-
lenguajes conceptuales. Precisamente la estricta formulacién de
alguno de éstos se haria imposible sin la previa existencia del
lenguaje matemitico, del que toman tanto alguno de sus signos
como alguna de sus reglas y, sobre todo, el modelo para la propia
construccién. Y algin lenguaje no se ha podido estructurar en forma
completamente conceptual por no haber encontrado estos elemen-
tos en el lenguaje matemético existente, teniendo que construirse
éste simultdneamente a la constitucién de tal lenguaje. Puede ha-
blarse, asi, del lenguaje matemdtico. como instrumento para las
demds ciencias, para el conocimiento en general, aunque no en el
senfido de mera herramienta, sino de marco ¥ molde para la capta-
cién e interpretacién de las mismas. No es un instrumento inocuo.
Pero, considerado en si mismo, puede observarse que muchos de
sus signos dan lugar a equivocos e imprecisiones por su excesiva
dependencia respecto al campo de] lenguaje usual, entendiendo por
excesiva dependencia el pertenecer a un agregado, mezcla de varias
partes de distintos lenguajes y no por mode exclusivo al matematico.
El intento de suprimir esas imprecisiones se ha realizado, en el lengua-
je matemdtico, mediante las dos soluciones antes sefizladas. Clave
ha sido la axiomatizacién, mediante la previa fijacién de los signos
y reglas a utilizar. La formalizacién, el posterior intento de crear
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un lenguaje estrictamente simbélico, sin interseccién alguna con
otros lenguajes.

En este contexto, la combinacién de los términos ’f_:stilo’ y ‘ma-
temdtico’ parece, a primera vista, si no contradictoria, al menos
sorprendente. Ambos términos se presentan como portadores de
connotaciones, de significaciones disjuntas, sin aparentes embota-
mientos entre si.

Por un lado, el término estilo clava sus raices en lo que he deno-
minado interseccidn de varios lenguajes: hace referencia a lo “ex-
presivo” de un lenguaje.

La vaguedad del significado es una seria desventaja cum_na"o Se[
necesita precision; sin embargo, much_os poetas prefemfun e
claroscuro de las alusiones y las sugestiones, de las tonalidades
emotivas y los matices evocadores, a 10:9 contornos ciaran‘remje
delineados que no dejan campo para la imaginacién del lector .

Se puede aceptar que el estudio dell?stilo, Ia esl@iistica de una
lengua no sea otra cosa que la clasificacién y vuloragt’m de los ele-
mentos “‘expresivos” de la misma. Elementog eXpresivos qu?, desd'e
un plano literario, no son otros que Jos queridos por ANDRE Gl-DTE.
equilibrio, ritmo, armonia, En otras palabras, tona_hdacles emotivas,
énfasis, ritmo, simetria, eufonia, elemento:s evocauvos..._ Elementos
todos contrapuestos a lo que, en un sentldo.fnuy amplio, se suele
denominar Ldgica. De aqui la posible adopeién de las palabras de
FERNANDEZ RETAMAR:

La estilistica es ¢l estudio de lo que haya de extraldvico en el
lenguaje ®.

O también, en la misma linea, aunque su enfoque se pretenda
més cientifico, las de G. MouniN:

La estilistica debe ser el estudio cientif{co de las propiedades
lingiiisticas que un lenguaje posee de mis cuando ’c{zmple una
funcidn poética o literaria o, mds ampliamente, estética (aparte
de su funcién comunicativa habitual)®,

' 8. ULLmann: Lenguaje y estilo. Ed. Aguilari 1Mau:lrit:l, 1968, p. 286.
* Idea de la Estilistica. La Habana, 1958, p. 11.
3 Cl?\laesepam la lingiiistica. Ed. Anagrama. Barcelona, 1969, p. 126,
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Frente a estas connotaciones del término estilo, el término mg.
significaciones que hacen referencia a la vertiente
ceptual de la lengua. Ios valores expresivos antes
sefialados y los instrumentos lingiiisticos como, por ejemplo, la si.
nonimia, que permiten la consecucion de los mismos, parecen en-

como la sinonimia porque la elecci6én de términos sin6énimos, y,
por tanto, de estructura lingiifstica diferente, aunque conteniendo
aproximadamente la misma informacié
presividad distintas a una misma frase.

esas distintas cargas expresivas y esos contenidos “aproximados”
de informacién provoquen equivocidades, ambigiiedades o vague-
dades tanto en la expresién —que no refleje fielmente el pensa-
miento— como en la interpretacién de la misma —que ¢l intérprete
e encuenire en ambiente referencial distinto respecto a esas cargas
eXpresivas—,

Desde otro plano se ha querido ver ung total disjuncién entre

ambos términos. Desde el plano que considera a I3 lengua como
algo vivo frente a la terminclogia cientifica o nomenclatura. Como
si tal terminologia no estuviera incluida en la lengua ¥ permitiera, pre-
cisamente, el pensamiento cientifico, no menos imaginativo y crea-
dor que el literario, y sus términos no fueran también algo vivo, en
Permanente estado de creacion, destruccién, cambio de sentidos...
En este aspecto puede citarse la frase de EUGENIO D'ORs -

El lenguaje es vida ¥ las normas lineales Y matemdticas fraca-
fan ante su palpitante realidad .
O las afirmaciones de OrTrga

¥ GASSET cuando confrapone Ia
terminologia a la lengua:

* Glosa de 1934 incluida en “El catélico errante”, Nuevo Glosario, v. 111.
Ed. Aguilar, Madrid, 1949, p. 42

es de su dmbito referencial, que se ahinca en Ia :
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Una lengua es un sistema de signos ver‘bales merced al cual los
individuos pueden entenderse sin previo qcuerdo, al paso que
uha terminologia sélo es inteligible si previamente el que %SCI’;-
be o habla y el que lee o escucha se han puesto indivi uaI-
mente de acuerdo sobre el significado de los signos. qu eso la
llamo pseudolengua y digo que_el hombre_ de ccengtza ne;e qtéi
comenzar por traducir su propio pensamiento a _ela... t;n es
asi gue estos libros parecen herméticos, ininteligib eshobi) r to
menos muy dificil de entender a los homf)res que hablan
lengua auténtica en que aparenlemente estan escritos. .

... En lo dicho hasta aqui me he limitado a fundar e{ ytopz.sjn}z?
del traducir en que el autor de un libro no matemdtico n; fi-
sico, ni, si usted quiere, biolo’gt_co, €s un escntorden alger,:z
buen sentido de la palabra. Esto implica que hadusa o .w.; "
gua nativa con un prodigioso ta_cto,_lfJgram?o os cosala %ez
parece imposible cohonestar: ser !ntehg;ible, sin mds, y a
modificar el uso ordinario del idioma®,

Modificacién en la cual se encuentra, precisamente, ]la cla\.rs
para hablar del estilo, tanto del personal de autor como‘de pro;tns
de la lengua en la cual se encuentra inmerso. Como lineas ante

. precisara ORTEGA -

Escribir bien consiste en hacer cantinuam_ente egos;o:;es zal?
gramdtica, al uso establecido, a la norma vigente de la lengua®.

De aqui se obtiene, de modo inmediato: la_incoqlpg;it,)ihdetﬁl ;}::
se presentaria en la conjuncién de los términos ’estilo’ y

Y 3
mat:;i,os planos realizan una disec_cién algo tajante the pas:z1 . p;;l-‘
las fronteras del Arte y el Conocimientq, que se pretenden ra ’i(':ca
mente disjuntos. El Estilo hard referencia a_l Arte; la Matenﬁa ; EI:
al Conocimiento. Todavia con mayor claridad lo ex.presa o
GARAUDY, por el trasfondo que implican sus palabras:

El arte —que es una forma del trabajo, y no una fom}a_ del
conocimiento— no constititye, por lo ranto, solo un ref .Z;a?dz
una imitacion de la naturaleza, sino, ante todo, una creac
del hombre™. .

s Miseria y esplendor de la traduccion. O. C. V., Rev. de Occ. pp. 434-5.

i ] . 434, .
! gspze.r‘::':z‘; n:arxismo, p. 18. Ed. Martinez Roca. Barcelona, 1969,

(2]



md;\uduo Y en todo tiempo, o al menos durante el tiempo en el
Cual se ponen de acuerdo previamente. Pasa, asi, a ser “comnoci-

Mmiento™ y no arte, en el sentido de ser mera aprehensién de la na- |

2 3 i

lLas d1coto_n:uf1s hombre-naturaleza, creacion-conocimiento son
rea _mc?nte. artificiales. Momentos de un mismo proceso. Todo co-
focimiento es, también, creacién humana. Y, como tai hay que

temitico’ no se pueda evitar, por imposible, el sefialar que huye

PREFACIO 19

»por ejemplo, del empleo de la sinonimia y de los valores expresi-

;- vos que la misma permite. Lo cual no revela otra cosa que una
1 connotacién de valor expresivo, precisamente; no otra cosa que

', una seleccion expresiva —sea o no impuesta por la materia o con-
enido propio de lo que se entiende por Matemidtica—, y, por lo

;. tanto, perteneciente a lo que he considerado ambito referencial del
;. término ‘estilo’. Prueba clara de que existe embotamiento entre am-

i

; bos términos y no incompatibilidad.

Si frente a los peligros que la intuicién sensible supone para el

| pensamiento matemdatico y su reflejo expresivo se reaccioné en los

\ primeros afios del siglo actual queriendo situar a la Matematica
. como disciplina estrictamente formal, sintdictica, superada esta fase,
- hay que admitir que en la Matemdtica coexisten tanto el elemento
- logico como el intuitivo. La contraposicién o equilibrio de ambos
- clementos, dota de cardcter expresivo especial, propio, a la Mate-
mdtica considerada como sublenguaje. El estudio de este equi-
librio, de la contraposicién entre intuicién y formalizacidn, entre
rigor e intuicién, pertenece por entero a la Estilistica, considerada
- como elemento propio apto para caracterizar una obra, un periodo
- cultural,

En su forma externa la Matemdtica ha utilizado y utiliza, junto
- al lenguaje ordinario o usual, un conjunto de signos propios de muy
. dificil, por no decir imposible, transcripcién tanto oral como escrita.
Dificultad que ha ido en aumento —precisamente por su deseo de or-
ganizar un sublenguaje con fronteras nitidamente delimitadas res-

pecto a los demds sublenguajes-— hasta llegar a un grado tal que, en
{ ¢l momento presente es casi imposible Seguir un razonamiento
! matemadtico algo largo sin la introduccién escrita de dichos signos.
| S podria considerar que ésta es una dificultad de cardcter psiquico,
+ individual. Sin entrar en discusiones, lo tnico que podria indicarse
, es que, de modo efectivo, hay matematicos que, como GaLois o PoIN-
CARE ‘“razonaban” de memoria, pero su plasmacién teniq que ser
escrita a mds corto o largo plazo. En cuanto a lo que aqui interesa
—Ia Matemdtica como obra de creacién, de trabajo humano— sin
la escritura no habria sido posible. La Matematica es una lengua
esencialmente escrita, no oral. De aqui la total ausencia de alguno
de los valores expresivos que antes he indicade como propios de
la obra literaria. Asi, la eufonia, por ejemplo. La correlacién entre
lenguaje ordinario y un lenguaje artificial de signos propios, reflejada
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en la expresién lingiiistica, plantea problemas muy diversos, como ¢ |
de la posibilidad o no de que la originalidad expresiva de un autor

individual quede o pueda quedar ahogada por el empleo de w

célculo simbélico que, si bien permite una gran facilidad comunj- ;
cativa, una universalizacién del lenguaje matemitico, impide el re [

flejo expresivo estrictamente original, envuelto en una tendencia a1
estilo universal,

Pero si la matemitica es una lengua, una lengua bien hecha como 3
queria POINCARE parafraseando a CONDILLAC, €8 una lengua cons- |
truida por el hombre, como Io es el lenguaje del cual forma parte.
A pesar de su intento de maxima objetividad, quedan elementos
que permiten indagar el tipo psicolégico del autor individual, Te.
Treno es este, sin embargo, que presenta muy fuertes diferencias |
con el estudio del cardcter, de la psicologia de un autor literario. La |
Matemitica es obra social, no individual, Y ello en el sentido de que ¢
5i bien los aportes se han mostrado como individuales, son aportes a :
una obra colectiva, y no de una generacién o de un pais, sino de |
todos los hombres. Hasta el extremo de Que permite realizar tratados |
que, firmados por NIcoLAs |
general de la guerra francoprusiana, se redactan por §
un grupo bastante numeroso de mateméticos franceses, suprimida !}

como los Elementos de Matemdtica
BourBak:,

de raiz toda distincién individual. Cada época tiene, ciertamente,

su propio enfoque, su expresién caracterizadora, Pero los resulta- |

dos obtenidos se despojan de estas notas circunstanciales de tiem-
po para quedar englobados en una obra comun. Material fungible
pierde, ademds, todo valor, salvo el recuerdo histérico, para las
generaciones siguientes. Al despojar de esa circunstancia a unos
resultados concretos el matiz expresivo propio de un autor, de su
época, desaparece. Y no s6lo en un plazo breve de tiempo. Con-
secuencia de este fenémeno de trabajo colectivo, de l1a fungibilidad
del mismo, el propio autor intenta despojarse de cualquier nota
circunstancial, sabedor inconsciente, o incluso consciente, de que
cuanto menor sea su nimero mayor contribucién “objetiva” logra-
rd en la ciencia en la cual trabaja. Lo importante, en €I, no es su
capacidad expresiva individual, la forma personal en 1a cual se ex-
prese, sino el contenido de su mensaje, la informacién objetiva dei
mismo. Se amoldar4, por ello, a la “forma expresiva” generalizada,
al estilo que en su momento sea mds universal. Y ello porque et
matemdtico ha de arrancar de lo ya hecho, tanto antes como en su

et w11
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prepio momento. No puede desconocerlo. Pero eso mismo le sitia
como coronando la historia: integra todo el pasado en su obra para
que esta pueda proseguir. Y a pesar de que puede ser un ’soh-
tario social, al margen aparente de la realidad material, es €l un

: auténtico conjunto de relaciones sociales porque es res;.)onsal?le,‘e.n
" su individualidad, de todo el porvenir. Aunque esa misma indivi-

dualidad quede suplantada, en la obra, por el intento de que ésta
no le refleje a él como individuo, sino que Sea mero reflejo de la
obra misma. A pesar de lo cual, la c]asiffcgc;on de los matematicos
querida por POINCARE en intuitivos y loglc?_s Y que no es otra
que la de PAsCAL en espiritus de fineza y espiritus geon}ctncos 0 ma-
temdticos— se refleja en la estructura de su razonamiento, aunque
quizd no en la plasmacién expresiva del mlsmo._Pm:?e.mos contar con
aquellos matemdticos creadores que; al razonar intuitivamente, como
“si vieran” los elementos de su razomar, quizad lo plasmen en ex-
presiones con frecuente uso de imé._genes o elementos geométricos,
de comparaciones de cardcter mecénico ; oh:os hay que rgz‘onan cc;n
puras relaciones y la plasmacién de las mismas serd esmctamen’e
conceptual, apoyada como maximo en diagramas de calré‘ct;:tx; 1(;:
gico més que intuitivo. Pero caben reservas en c‘l‘xantg al éx A
una labor critica en este terreno. Ur_:a cosa fs’lo ) :que se piens Lg
“cémo” se piensa y otra muy distinta ell como” se cxp}-es?.enes
que se piensa y como se piensa puede relah.zarse med_lgnte 1mz:ig nes
incluso sensibles, intuitivas, pero la f_ase altima exp051_t1va puet et., !
esirictamente formal o al menos s_ennformal. Un estudio dle‘ ::ls (] Il);; >
no podra dar nunca valor dogmético, absoluto, a sus resulta ocsl. or
todo ello, en este estudio, no se entra en_este lterreno, uno el ¢
mads ricos de la Estilistica en su enfoque literano, aunque en 2 glin
momento y auior se togue de pasada. Se hace el estudio desde L;:
enfoque que puede considerarse externo. Se busca lg forma eg o
que se expresa el matemitico, condicionado p.o'r su ¢poca, pe}r
funcién de la época siguiente, de la repercusién que d1cl'_1a forma
tiene ante el matematico de la generacion o generaciones siguientes.

Fn cuanto a las formas expresivas utilizadas por el mateplatlc?
se tratardn muy brevemente. Para ello se c_ogficnsan en t.rcs m‘éle'}csf
Lenguaje de creacidn, Lenguajc': de exposicion, 1 enguaje de 1;11:16:
-gacién. El primero puede reflejarse en dla'nos, cartas,.’en(slay?s o
ves, que atienden fundamentalmcnte.a -de].ar constanmg e 361 2
obtenida, al esquema, que a veces mi siquiera lleva esbozos
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‘mostracién. El expositivo encie
un mayor cuidado expresivo,
estilo universal, semiformal. E
libro de iniciacién o de texto

con el reflejo de yna tendencia 4

En cuanto al trabaj
puntos.

1. Sélo he encontrado un articulo con

Estilo matematico. Es de C. CHEvVALLEY, y fue publicado en 1935

en la Révue de métaphysique er de morale, comprendiendo diez |
dedican, auténticamente, |

. que CHEVALLEY i
con el nombre de. “estilo de los ¢ bautiz

casos, he encontrado mencién de a
ellf)s_», I'l'le’lilCldIl del tipo “serfa interesante estudiar
matico...”. Un “seria interesante”
pretende tan interesante, que no lleg
. » QU& No merece mds atencign
el deseo, sin estudio efectivo, pasando de largo
2. Aun
ia Matemat_lca, c_onvi'en'e sefialar que no se hace en €l tal historia
-a perspectw.a histdrica esta condicionada por Ia bisqueda del Es-
_t%;o matemdtico y sus variaciones. Asi, por ejemplo, al hablar de

_ en discusiones sobre ia influe
u-.
¢a o no de ViETA O STIFFEL sobre DESCARTES ; ni se menciona

casi la. polémica entre LEipNizZ Yy NEWTON y seguidores acerca de Ia
invencion .de! _Célculo, etc. Ello importa desde un enfoque riguro-
samente histdrico; lo que rmporta, aqui, es resaliar que las consi-

I'(t‘-lc. LAt Al L S el

explicita referencia ] |

- En algunos otros trabajos, es- |
mbos términos, pero, en todos |

el estilo mate- |
descorazonador, bara lo que se |

que parte de este ensayo se hilvane con la Historia de |

rra ya el libro, ya el ensayo, con 1

| de divulgacién, como puede ser ¢l
> al buscar un ms amplio publico, &

O que sigue parece oportuno precisar varios |
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Para aquél que conozca la Historia de la matemdtica debo in-
dicar otro punto. Esta disciplina, en general, se ha visto y se ve
con un enfoque estrictamente historicista, evolutivo, Cada época
de la Matemdtica se considera como un subproducto de la anterior,
pero unido a ella como un organismo vivo, perteneciendo ambas
& tal organismo en permanente evolucién y desarrollo, orgdnico.
De tal forma se ha visto a la Matemdtica como si fuera un indi-
viduo; cada una de sus etapas, un momento de su desarrollo. Nada
mds alejado de la realidad. Aunque este ensayo, al no ser una his-
toria, no sea el lugar oportuno para demostrar esta negativa, podré
observar quien lea con atencién Los Estilos, que la Matemaética

.crece por yuxtaposicion, dialéctica y no orgdnicamente. Existen va-

rios tipos de Matematica, sin mds enlace entre ellas que el ser
producto del espiritu humano. Cada época tiene sus enfoques y te-
mdtica propios, que pueden ser, incluso, variados dentro de ese
instante histérico. Y sélo cuando tanto desde una temitica y desde
unos enfoques determinados puede observarse con replanteamiento
nuevo lo conseguido en otra época anterior, se incluye en ¢l nuevo
edificio.

3. Aunque ello sea intrinseco a todo intento clasificatorio, debo
sefialar que los tipos de estilo matemdtico que indico y estudio
no pretenden ser completos, exhaustivos. Quizd puedan existir otros,
ser mds ampliamente tratados. Respecto a lo primero, puedo in-
dicar tinicamente que no los he visto y, por ello, no he podido tra-
tarlos. Respecto a lo segundo, entra en la arbitrariedad electiva
del autor, no para todos acertada.

4. Parece oportuno destacar un hecho que se refiere al len-
guaje con el cual estd redactado este libro. Es un lenguaje que
pudiera denominarse cldsico. Bastaria sustituir en el punto 2 an-
terior, por cjemplo, los términos de “enfoque histérico” por “en-
foque diacrénico” y otros semejantes, y decir que este libro pre-
tende calas sincronicas para determinar la estructura de un estilo
determinado —“la forma en la que se expresa ¢! matemdtico”, pi-
gina 21— sin olvidar que tales estructuras, cerradas en si, quedan
hilvanadas por un proceso dialéctico, para convertir el libro en una
obra de tesis, en un intento de coordinar el método estructural con
el método dialéctico. Es tesis que sélo se explicita en este punto,
pero que se encuentra subyacente en toda la obra, con el intento,
ademads, de que tal tesis pueda exponerse en términos clisicos y no
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enladrillados con los vocablos de moda. Aunque vuelva a citamse |

:111‘01‘1,1: momento oportuno se puede suscribir la afirmacién de B

... s¢ podria alargar

qué? por un discurso apagdgico, pero ;pan

5. Finalmente, suele ser norma, en todo trabajo de este tipo, en- :
contra_r la expresién de agradecimientos y el reconocimiento de’ in-
ﬂucpc.las. Del primer punto tengo que decir que este libro pudo
escribirse, en parte, gracias a una Pensién de Literatura “?uan
Marcl}” correspondiente al afio 1966. De lo segundo, la influencia
explicita la menciono todas las veces que puedo; I;rocedc siem- :
pre, de ensayos o libros, tnicos interlocutores en este trabz;jo En |-
los demds casos, en toda la estructura, tendria que sefialar qu-e se
debe en parte a mi esfuerzo personal, y en parte al sedimento que |
toda lectura prolongada, constante, deja en el lector, quien, a ve- ‘.
ces, llega a considerar como suyas ideas expresadas ,quizé ::n esas |

lecturas.

EL SIMBOLISMO

Considerada la Matemdtica como lenguaje, el conjunto de Signos
que lo componen se presenta dividido en dos subconjuntos. Por
una parte, términos que tomados aisladamenie o incluso en semi-
frases, poseen un sentido, un significado —inico o multiple— para
¢l lector no matemdtico. Por otra, términos, signos y figuras espe-
ciales que, para el profano, se muesiran como imposibles de tra-
duccién o representacién en el subconjunto anterior, carentes para
él de referente semdntico alguno. Es esta mezZcla la que posibilita
la afirmacién antes citada de OrTEGA Y GASSET de la ininteligibi-
lidad del escrito matemético. En gracia al estilo, y por un abuso
del lenguaje, voy a denominar Lenguaje usual u ordinario al pri-
mero de los subconjuntos sefialados, y al subconjunto de términos,
signos y figuras especiales, Lenguaje artificial o propio de la Ma-
temdtica. B! usual u ordinario estd compuesto de ‘“‘palabras”, de
caracteristica fonética fundamentalmente, como Ja gran mayoria de
los elementos del conjunto de Signos que constituyen el Lenguaje
general. El artificial se compone tanto de “palabras™ en el sentido
anterior, aunque en proporcién minima, como de simbolos ideogra-
ficos, artificialmente construidos o elegidos por el matematico.

Ambos lenguajes tienen sus papeles propios. El ordinario o
usual presenta una muy clara misién: ser el vehiculo o instrumento
practico que permite indicar como han de manejarse los elementos
del lenguaje artificial; cémo han de interpretarse, posteriormente,
tanto los términos como los signos y las figuras de este tltimo.

El papel del Lenguaje artificial no aparece tan claro. Dos son
las posturas que en general se han mantenido en cuanto a su fun-
cién. Por un lado, considerarlo como esencialmente innecesario,
aunque en la practica sea conveniente, pero sélo en cuanto elemento
abreviador y no como elemento propio, independiente dentro del
edificio matemadtico. Este puede ser construido, en ltima instancia,
sin recurrir a €), o en todo caso, cabe !a posibilidad de traduc-

“ci6én de tal edificio a términos del lenguaje usual sin perder po-

tencia ni ganar ambivalencia alguna. Por otro lado, considerarlo
como ¢l elemento bdsico de la Matemdtica, hasta el extremo de
ver en el ideograma, en el simbolo artificial la esencia de esta
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disciplina y considerar al lenguaje usual como un estorbo para sy

adecuada construccion ; estorbo que, por ello mismo, debe ser efi- £

minado. Ambas son posturas extremas.

NECESIDAD DEL L ENGUAJE ARTIFICIAL,

Frente a la primera cabe sefialar que sea o no el signo grafico,
el signo artificial, en su origen, abreviatura de] lenguaje ordinario
su existencia es imprescindible para la Matematica al igual que para
toda otra ciencia. Unicamente por la constitucién de un Ienguaje
especial junto al ordinario, pero separado de éste, se ha llegado a
organizar la Matemitica como disciplina cientifica. La necesidad
del ideograma, de! simbolismo artificial ha sido muy ampliamente
afirmada, Se pone, como ejemplo, el caso del SIgNO cero para mos-
trar la potencia del artificio. De los argumentos utilizados para tal
afirmacién destaco, en principio, los siguientes

1. Delimitacién de sublenguajes.

Es el ya dado con anterioridad de que todo término del lenguaje
bertenece a varios sublenguajes distintos. Posee, por ello, cargas
de ambigiiedad, vaguedad, imprecisién, etc., que son fuente de error
inevitable. La existencia del signo ideogréfico permite superar dichas
cargas al dotarle, si es preciso, de un referente tnico, perfectamente
delimitado. El lenguaje artificial se convierte en ese instrumento deli-
mitador del sublenguaje matematico respecto a los restantes sublen-
guajes del Lenguaje general.

2. Capacidad generalizadora,

El lenguaje artificial, al estar desprovistos sus elementos de refe-
rente semantico —o, de poseerlo, tinico— permite obtener generali-
zaciones imposibles de alcanzar en el lenguaje ordinario. Es caracte-
ristica esencial de la ciencia, que es tal ciencia s6lo cuando supera
el estadio de particularizacién. _

Ejemplo ya cldsico se encuentra en el paso de Ia Aritmética,
incluso como dlgebra numerosa, en el decir de Viera, al Calculo
algebraico. Ambos permiten resolver, por ejemplo, problemas de
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la vida ordinaria, pero la primera solo versaba scfbre tales temas y
ademds sobre casos particulares, individuales. Asi, cncomjltramos en
DioFaNTO de Alejandria —por otro lado uno de los primeros ma-
temdticos occidentales en el manejo de lo que pu_edt_: considerarse
como cdlculo algebraico— un problema como el siguiente:

Uno compra dos calidades de V!'{IOS, una a ‘8 drfzcm:;s el con-
gio, la otra a 5 dracmas. El precio que pago estd d% o por ug
cuadrado tal que agregdndole un niimero (60'), se obtiene oé;s
cuadrado, cuyo lado es la suma de las cantidades compra
de los dos vinos. ;Qué cantidad de cada uno de los dos vinos
fue adquirida? .

Cada uno de estos problemas exige un p]anteamien‘to y solumo‘nl
propios, particulares, sin quedar englobados en met‘odo gete;ft;:)
alguno, vilido para todos y cada uno de ellos. Es f’l razonarmi ‘
aritrnético, de gran ingenio, pero de nula potencia estrictamente
cientifica. Sélo la analogia con otrqs problemas del ‘mlsmof 'upc;
ayuda al aritmético en su trabjajo. Sin eﬁmbargo, dcide un ?113:2:3
algebraico, el problema antes citado equlva]fa a re.sr:o ver un
indeterminado de tres ecuaciones con cuatro incognitas

X+ y=z
8Bx+5y=2%L ()
£+ 60 =2

A este sistema puede llegarse mediante enunciados del mismo
tipo del citado de DIOFANTO aunque ¥Cf§r§ntes a otras cutl:)sitlon:s
de la vida ordinaria. Engloba, asi, una infinidad l.:lc tales pro eims'c;S:
que pueden quedar resueltos de manera.mecémca, ya ‘que'ea s
tema (1), algebraicamente, posec un algoritino de decisidén par
tener sus soluciones. '

De esta forma, el Calculo algebraico, que no es otra cos:f: en
el fondo, que un primer intent.o de Célculo fgrma.l ;c;lc'm sz,g-,r:_(:
propios como x, +, ., =, las cifras..., y una sintaxis ¢11 ddpo; ©
glas para operar con esos sSignos, y que no son otras q’tfc “as l:? I(i:lcar
valencia que permiten “pasar de unlmlcmbl;? a otro”, mul 1p. ,
por una misma expresién los dos miembros”, las que establecen la

b Aritmética, Libro V, 30. Tomado de J. P.s.‘SANCHEz PEREZ: La Matemd-
tica en Grecia, India y Roma. C.S.1.C. Madrid, 1947
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suma o diferencia de términos semejantes, etc., ademds de.las re- [

glas légicas—, puede aplicarse tanto a problemas de la vida or
dinaria, como el citado en e] ejemplo anterior, o log cldsicos de

méviles, descuentos..., como a problemas de otras disciplinas como
la Mecinica, Biologia, Psicologia...

guaje artificial Propio con su sintaxis correspondiente, mediante ¢
cual pone de manifiesto la estructura subyacente a todo up conjunto
de problemas o casos particulares,

3. Concision ¥y simplicidad,

Puede citarse el extrafio caso de la resolubilidad de Ia ecuacion
de tercer grado, descubierta por NICOLAS TARTAGLIA ¥ comunicada

a GEROLAMO CARDANO en tercetas. Especie de reglas mnemotécnicas,
las reglas dicen:

Y. a) Quando ck'l cubo con le cose apresso,

b) Se agguaglia 4 qualche numero discreto
¢} Trouan dui altri, differenti in esso.

d} Dapoi torrai, questo per consueto,
e) CHllor produtio sempre sia eguale -
) Alterzo cubo, delle cose neto.

8) Elresiduo poi suo generale
h)  Delli lor lati cubi, ben Sottratri
- i} Verrdla tua cosa principale.

2. In el secondo, de contesti atti;
Quando ch'l cubo restasse lui solo,
Tu osserverai quest'altri contrayti,

Del numer farai due, a1 part’d uolo,
Che 'una, in Paltra, si produca schietio,
El terzo cubo deila cose in stolo; ‘

Delle qual poi, per comun precetto,
Torral li lati cubi, insieme gionti
EY total somma, sara il tyo concetro;
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3 El terzo, poi de questi nostri comi,'
Se solue col secondo, se ben gz{ard:_
Che per natura son quasi congionti

Questi trouai, et non con passi tc{rdi
Nel mille cinguecent'é quatiro é wenta;
Con fondamenti ben saldi, e gagliardi.

Nella Cittd del mar’ intorno cenia.

Los casos planteados por TaRTaGLIA son tres: 1. Cubo mis

. cosas igual a nimero; 2. Cubo igual a cosa mds mimero, y, final-

: [ n?
mente, 3. Cubo méds mimero igual a cosa. Si rcpre_sentamos cosa
por url signo como “x”, el cubo serd x°, y mis simple y concisa-
mente expresados los tres casos serdn:

1. X*+px=g
2 X=px+gq
3. 24+qg=ypx

. . ] .
Las tres primeras tercetas dan la solucién del primer caso, qu
seguida verso a verso es la siguiente:

a) X+ px
b) =gq
€) u—v=g
ej uv= ,

P
)

3/
gy Fu—Av
i)y =x

La regla para el segundo caso puede ser expresada ya directamente
en la forma

- - .

Y=px4+qg.g=u-+v,ur= —3 plP.Yu+¥v=x
Desde un aspecto puramente matematico el' interés de las 'te.;r-s

cetas de TARTAGLIA se centra en haber descubierto —tras noticia

de haberlo hecho paL FErrO, que nada dejé publicado ni manus-
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crito— la solucién de la ecuacién de tercer grado siempre que ésta

posea rafz real positiva. Es a Ja que hace referencia el primer caso, f

siempre resoluble. Lo que no ocurre con los otros dos que enuncia,
En el segundo caso la regla puede fallar, como CARDANO puso de
manifiesto con el “caso irreducible”, producido cuando se verifi-
ca 27 ¢* < 4 p* Pero ¢s el tercero el que muestra una oscuridad
total: o no es aplicable Ja regla por presentarse el “caso irreduci-
ble” o en caso contrario, es decir, con 27 ¢* > 4p®, la dnica raiz
real de la ecuacién es negativa, y al no ser admitidos los niimeros
negativos en esta época, carece de solucién y, por lo tanto, de apli-
cabilidad la regla. La oscuridad del texto es casi completa. Ade-
mids, las tercetas utilizadas por TARTAGLIA se ven impotentes para
la resolucién “general” de las ecuaciones de tercer grado. Y, sin
embargo, ha utilizado, por una parte, demasiadas palabras: por
otra, muy pocas palabras, y siempre, excesivamente complicadas.
Concisién y simplicidad ausentes en su texto, a pesar de ser
reglas de cardcter mnemotécnico, Y hay que observar que, en todo
caso, TARTAGLIA se ve forzado a admitir términos como “cosa”,
“nimero”, “cubo”, etc., y utilizarlos con un sentido “artificial”’, no
propio del lenguaje ordinario, sino del estrictamente matematico.

El ejemplo anterior es, ciertamente, un caso extremo. Sin em-
bargo, la difusidn caracteristica del lenguaje ordinario también pue-
de verse en EvcLiDEs, quien a pesar de su estilo ejemplar, se mues-
tra excesivamente farragoso ¥ prolijo, asi como en todos aquellos
matemdticos anteriores a la existencia de un simbolismo adecuado
0 que, coetineos al mismo, no se deciden a su empleo sistemético,

"Frente a reglas mnemotécnicas como la anterior o frente al am.
plio lenguaje euclideo o pascaliano, el lenguaje artificial permite
realizar una gran concisién expresiva que implica, simultineamente,
una gran simplicidad. Y con ello, naturalmente, economia del pen-
samiento, Gracias a la traduccién algebraica un problema aritmé-
tico, por ejemplo, permite ser resuelto de manera casi mecdnica, sin
necesidad de utilizar excesivo ingenio, que puede invertirse en la
bisqueda de otros métodos resolutivos. La concisién y simplici-
dad expresiva que se gana con el empieo del simbolo repercute, de
esla manera, en el argumento 2, de posibilidad generalizadora,
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4. Capacidad inventiva.

Al ser la Matemitica un sublenguaje, es una actividad realizada

i, por el hombre. Si éste, en muchas ocasiones, se ldcja gu’ia}r en su
; razonamiento no sélo por las palabras en su sentido fgnetlco, SO
por los signos con que las estd plasmando en su rcdacc1_6n, hasta‘cl
L. extremo de que para algin escritor influye tanto el signo escrito

;- como la imagen sonora mental, también el mateméti_cp‘se deja
- arrastrar en su razonamiento por la forma del signo artificial o sus

. combinaciones. Y quizd en un grado mayor. Es en éste sentido en

- ¢l que se puede afirmar que el signo artificial propio de la Ma-

[ temitica es creador. Tanto por su forma aislada o combinada como

" por las reglas para operar con ellos. ' 3 )
Histéricamente se puede avalar esta Gltima af}rmacmn sefia-
- Jando el hecho de la admisién’ del nimero complejo en la ’Mate-
mitica. CaRDANO los admite porque asi lo muestran los cal(ijﬁli)_s
que, pasando por expresiones “carentes de scntido”' como v —1L
hacen llegar a la solucién real esperada. En posicién extrema,
~ LEBNiZ los admite porque

tienen de admirable que, en el cilculo, no envuelven nada de
absurdo o contradictorio v, sin embargo,_ no puec{en ser pre-
sentados en la naturaleza de las cosas seu in concretis... si ta_les
cantidades imaginarias no fueran dadas en el cdlculo sermi im-
posible instituir cdlculos generales, es decir, encontrar .va ores
comunes a los posibles y a los imppsables, que no difieren mds
que por la explicacion de las letras®.

En bisqueda de un referente, LEIBNIZ los ha de calificar como
especie de anfibio que no es el ser, ni el no ser?®,

En cuanto a la forma en si de los simbolos y c_ie 'las formulas
en las que entran a formar parte, permite el .descubnmlgnto de ana-
logias, apreciar simetrias concretas y semejanzas, que el lenguaje
ordinario deja ocultas. En esta apreciacién interviene de modo efec-

A 1 “Logi tbnizi hilosophie
? Tomado de JACQUES RUYTINX: Logique letbm;nenng et ph
contemporaine”. Memorias del XIII Congreso Int. de Filosofia. México, 1964,
tomo V, p. 317.
* En Le LionNals:

Les grands cowranis de la pensée mathématique,
Paris, 1948, p. 465. .
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tivo el factor estético de la Matematica. La busqueda de la belleza
de una férmula, de una demostracion, es siempre un elemento sub-:
jetivo, pero es bisqueda que existe en todo matemdtico, y que en al-

gunos momentos ha permitido crear nvevos campos de investiga-

cién. La simple colocacién de los términos en una ecuacién —oca- §

sién habrid de hablar de eillo— a partir de DESCARTES, permite la
clasificacién de las ecuaciones ¥, consecuentemente, ‘de las curvas
que con ellas se ligan. Citando a COHEN-NAGEL :

la introduccion del desplazamiento dieléctrico por Maxwell y |

el subsiguiente descubrimiento de las ondas etéreas se deben
todos directamente a la sugestion de los simbolos °.

Igualmente el factor de simetria en la matriz de Ias ecuaciones de
LORENTZ condujo a POINCARE a su formulacién definitiva... Se po-
dria continuar.

Es la percepcién de analogias entre estructuras al parecer dis-
tintas uno de los principios fundamentales de la invencién mate-
mitica. Pero el descubrimjento de tales analogias se debe a que
dichas estructuras son, formalmente, idénticas, aunque el ropaje
con el cual quedan revestidas por el lenguaje ordinario impide la
percepcion de tal identidad, sélo puesta de relieve cuando se formu-
lan en simbolos artificiales que dejan al descubierto el esqueleto o
armazon de las mismas. Teorias como la de las fuerzas, velocidades,
rotaciones, torbellinos, etc., desarrolladas independientemente, mos-
traban, en el fondo, una armadura comiin, la que permitia su estudio
a partir del concepto de vector. S6lo cuando se estudié el razona-
miento seguido en las mismas pudo comprobarse que era ei mismo,
won total independencia de los elementos a los cuales se referian
y que el lenguaje ordinario mantenia. Despojado de tales referen-
cias, quedaba una teoria mds general, 1a de vectores, sin referente
concreto y que habfa que desarrollar de manera independiente, apo-
yada en el manejo de sélo el simbolo. Analogamente, las series de
FourieR podian mostrar todo su valor en cuanto se despojaban de
la referencia original, de su primitiva explicacion de los fenéme-
nos calorimétricos, y pudo aplicarse a otros campos como ¢l tan
actual de la Teoria de la informacién., La Matemdtica se encuentra

* COHEN-NAGEL: An introduction to

logic and scientific method. Nueva
York, 1934, p. 120.
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ena de estructuras obtenidas, creadas por este tipo de generali.za-
¢idn abstractiva, apoyada de modo esencial en la formulacién sim-
bélica, dnica que ha permitido el descubrimiento de analogias for-
males 5,

LA MATEMATICA, {MEROQ SIMBOLISMO?

Si las consideraciones anteriores suponen que el signo a_rtificial,
¢l sfmbolo es necesario para la Matemdtica, no deben 1mp1.1t.:a.r po-
sicién extrema opuesta, aquella que ve en el lenguaje artificial 1a

" esencia tinica del lenguaje matemdtico.

La Matemdtica, en su perfeccién, unicamente seria una combi-

L..nacién de signos artificiales, dados en nimero muy pequeiio, fijado

de antemano, sin resto alguno de lenguaje ordinario. Este vocabu-

. lario irfa acompafiado de una sintaxis propia, compuesta de un ’m’l-
' mero, también fijo y muy restringido, de reglas que indicaran cémo
. s combinan los elementos de ese vocabulario. Esta idea ha sido
' expresada por PHILIP JOURDAIN:

Lo que un matemdtico tiene siempre presente, aguelio a lo

que siempre aspira, es a elaborar unas leyes de cdlculo y un
7, []

simbolismo conveniente. ¥Esas son sus cosas®.

. JourpAIN ha retomado la “boutade™ de RUSSELL, al que por otro
" lado seguia admirativamente, explicadora de una toma de posicién
' de cardcter filoséfico previo en torno a la naturaleza de la Mate-
| matica, como mero cdlculo sintdctico formal, carente de refer‘epte
sus signos, dejando en el aire la adecuacién o no d.e la Matemitica
con la realidad y la explicacién de su potencia instrumental res-

pecto a ésta:

Las matemdticas pueden definirse como la materia en la que
nunca sabemos de lo que estamos hablando ni si lo que de-
cimos es cierto.

5 Cfr. M. FrRECHEET: Las Matemdticas y lo concreto. México, 1958.

¢ Naturaleza de la Matemdtica. Contenido en la Antologia Sigma rea-
IizadaL‘:)or Jarrnes NewmaN, vol. I, p. 376 de la versién espaiiola. Bd. Gri-
jalbo. Barcelona, 1968.

|3
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los
carecer de contenido semdntico
manera univoca,
bargo, hay varias
En primer jugar,
mimero minimo y

perfecta, mediante las reglas sinticticas. Sin em-
razones que invalidan esta pretensién exagerada,

Y aunque se argumente que las reglas se dan en
de una vez

caso su metalenguaje tendrg
nario o bien el estrictamente formal,
apelar al lenguaje usual que se pretendia desterrar.

En segundo lugar,
pudiera convertirse en
signos artificiales en su

con lo cual el lenguaje usual Unicamente aparecerfa al comienzo
de tal cdlculo y no en el resto, resultaria que el matemitico se veria
impotente para trabajar en la Matematica. Se ha

ser “1”. En comparacién de RoGer GODEMENT :

El matemdtico que tratase de marnipular reuniones como ésta
Se pareceria al alpinistq que, para elegir puntos de apoyo sobre

una pared rocosa, las examinase con un microscopico eleciré-
nico ",

Pero si dentro de una estricta formalizacién se necesita, por la
impotencia del matemdtico en su trabajo —aunque se pudiera argu-
mentar que es impotencia no del cilculo formal en si, sino mera.
mente psicoldgica del individuo matematico, olvidando entonces
que precisamente es éste quien hace 1a Matemitica, y construye
tal cilculo formal—, de Ia abreviatura junto a la definicién no-
minal, realmente se encuentra en la misma sitnacidn que el lenguaje

T Algebra, p, 29, Ed. Tecnos, Madrid, 1967,

Es un ideal utdpico, irrealizable. Como tal ideal, perfecto, ya que |
signos serian, tales que no dejarfan lugar a equivoco algino, porf

y estar manejados y definidos de . llegard un momento en que sea dotada de un referente existencial,

© con la diferencia de que el platonismo realista a que esta posicién
" extrema conduce ha intentado partir de una asepsia total y pre-

- tendidamente afilosGfica. Este peligro ya lo sufrieron los propios
por todas, la sintaxis necesita ir enyp- |-

ciada en un lenguaje de nivel superior al del vocabulario, es decir,
las reglas de este cilculo formal han de estar dadas en un lenguaje |
en el cual los signos se nombren, pero no se usen. Y este lenguaje o |
bien es el ordinario o bien también estd formalizado. En este tiltimo [
que ser, nuevamente, o bien el ordi ]
En dltimo término, serd preciso i

¥ aunque admitiéramos que la Matematica |
un lenguaje estrictamente formal, con sélo |
nimero minimo requerido, ¥ admitiéramos ¢! |
empleo del lenguaje ordinario sélo para las reglas de transformacion, |

calculado que sélo |
bara representar el nimero natural “yno”, concepto que es relativa- |

mente asequible, harian falta decenas de millares de signos. Natu- |
ralmente, el matemstico prefiere utilizar una abreviatura, como puede }
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ordinario, impotente para la construccién matematica considerado
aisladamente. Ademds, la propia abreviatura, olvidando su origen,

bourbakistas, quienes, en 1948, llegaron a escribir:

no se sabria insistir bastante sobre el pﬂpelv fundamemal que
juega, en sus bisguedas, una intuicién_ particular, que no es
la intuicion sensible vulgar, sino mds bien una especie de adi-
vinacion directa (anterior a todo razonamiento) del comporta-
miento normal que le parece tener derecho a esperar, por parte
de los seres matemdticos que un largo trato le ha convertido
én tan familiares como los seres del mundo real®,

En tercer lugar, insisto en la “actividad” de la Matema’..tica._El in-
dicar o aceptar que no es mAs que un célf:ulo formal 1mp11ca.un
estatismo que contradice la propia evolucién de la Matemétl.c’a.
El matemético no descubre, crea, construye. Y en esta construccién
creadora el simbolo, y sus reglas sintdcticas, si es, cier'gamentc, fun-
damental. Pero no unico motor de invencién. Las series a las que
dio su nombre, las creé FOURIER para dar explicacién de. un fené-
meno fisico, el calor. Y constituyeron auténtica 'revolucmn en la
conceptuacién que se tenfa en el siglo x1x de “f_l.u'{cxén”, ya en Plano
estrictamente tedrico, hasta el punto que obhgo_ a la revisién ~de
tal concepto. Es uno de entre los innumerables ejemplos que seiia-
larian como las ciencias en general constituyen una fuente de la
creacion matemdtica, motor que, precisamente, se apoya no en el
simbolo artificial y en regla sintictica alguna, sino en un contenido
fictico. Y esta udltima vertiente ha sido constantem;nte remarcada
por muy grandes genios, profesionales de la Matemdtica como PoIN-
CARE ¢ HILBERT. Mis cercano, un bourbakista, JEAN DIEUDONNE,
sefialard :

los matemdticos que hacen abstraccion por el :zmor de la abs-
traccion son muy frecuentemente los mediocres®.

¢ “L’architecture des mathématiques™, en Le LIONNAIS, op. cit., en nota 3,
pdgina 31. ]
* Calcul infinitesimal, Hermann, Parfs, 1968, p. 7.
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Aunque en linea distinta, un matemdtico espafiol, Ricarpo San

JuaN, suscribiria las anteriores palabras. Suyas son, sin embargo,
las siguientes ;

En Matemdticas, como en Misica, el simbolismo es fundamen-
tal, pero mejor para exponer que para descubrir. El composi-
tor concibe la melodia por inspiracién vy después. la escribe en
el pentagrama para que el instrumentalista pueda reproducir-
la. Los conceptos y relaciones de la Matemdtica se conciben
generalmente antes de expresarlos en cdlculos; precisamente esta
labor resulta casi siempre desagradable, aungue altamente pro-
vechosa, por los errores que permite descubrir Y que desgracia-

damente subsisten muchas veces, incluso después de la com-
pleta redaccion ™.

LENGUAJE USUAL-LENGUAJE ARTIFICIAL,

Si la formalizacién completa es la meta afiorada no impide que,
en Ja realidad, todo texto matemético sea una combinacién de
Lenguaje ordinario y Lenguaje artificial. Combinacién esencial de
la expresién y construccién matemitica, que la determina clara-
mente. Como sefialard GILLES-GASTON GRANGER

la dosificacién de lengua comiin y lengua formal en cada do-
minio de la ciencia, e incluso en las obras de cada cientifico,
determina el estilo del pensamiento cientifico en cierta ang-
logia con los estilos de la expresién literaria ™.

— Combinacién de ambos, aunque no siempre equilibrio. El pro-

greso matematico ha ido acompafiado de un constante retroceso en
el empleo del lenguaje usual. El equilibrio se ha ido rompiendo €n
beneficio de éste. Y ello motivado por el deseo de claridad, preci-
sién, eliminacién de ambigiicdades, supresién de los peligros de la
intuicién y analogia terminolégicas... En el fondo, deseo de per-
feccién, o en palabras muy usadas en Ia Matemadtica, deseo de rigor
tanto conceptual como expresivo.

¥ Discurso de ingreso em la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas
y Natuvrales. Madrid, 1956, pp. 13-14.

"' Formalismo y ciencias humanas. Ed. Ariel, Barcelona, 1965, p. 51.
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Meta irrealizable, la aprozimacién a la expresion estriciamen-
te forrnal presenta “lagunas™, en las cuales el lenguaje ordinario se
emplea ampliamente y de modo insustituible. Asi, aunque el deseo
de la obra sea el de una obra enteramente formalizada, NICOLAS
BourBaxi—que ha realizado uno de los esfuerzos més considera-
bles de todos los tiempos por lograr este objetivo en toda la Ma-
temdtica— tiene que indicar, de modo implicito, que ello es im-
posible, aceptando . el lenguaje usual junto al artificial en dicha
obra.

Frecuentemente, incluso se utilizard el lenguaje corrient.e de yna
manera mucho mds libre atin, por abusos de lenguaje volun-
tarios, por la omisién pura y simple de los pasajes que se su-
pone pueden ser restituidos fdcilmente por un lector incluso
poco ejercitado, por indicaciones mtraduchIe:s’en lenguaje fqr-
malizado y destinadas a facilitar esta restitucion. Otro.? pasajes
igualmente intraducibles contendrdn comentarios 4est:nados a
hacer mds clara la marcha de las ideas, al necesitar una lla-
mada a la intuicion del lector; el empleo de los recursos de la
retérica se hace entonces legitimo, siempre que permanezca
inalterada la posibilidad de formalizar el texto ™.

Y aunque se suponga el rigor expresivo m:_at_er_nético pel:fecto, al
poder traducirse a un lenguaje puramente artificial, todavia queda
la mezcla de ambos elementos, simbolo-lenguaje usual, para que
el. matemditico recurra a la retdrica, como quieren los bourbakistas.
Quienes, por otra parte, dan como criterio para logra‘r tal perff:c’-’
cién en el trabajo personal de cada matemético, su “experiencia
y su “perspicacia de matemitico” siempre que las contraste_ con
“el parecer general de los matemdticos™. Rcalfne.nt_e es un criterio
tan subjetivo como ¢l dado por POINCARE a principios _dc este siglo
cuando afirmaba que el rigor en la Matemdtica habia sido ya total-
mente alcanzado. PoiNcaRE quedaria sorprendido de que lo que €l
consideraba enteramente riguroso hoy no se considere tal, habiéndose
incluso relativizado el concepto de “rigor”, que ya no se pretende
como alcanzable en su totalidad, sino sélo por aproximaciones su-
cesivas,

12 Fléments de mathématiques, Libro 1: Th‘éorie des ensembles. Intro-
duction. Hermann, 2.2 ed. Paris, 1960, p. 7.
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CLASES DE SIGNOS ARTIFICIALES.

Al considerar el Lenguaje matemitico como unién de los lep-
guajes ordinario y artificial, supuesto que del primero de ambos
subconjuntos se tenga una idea respecto a los elementos que lo
componen, conviene precisar cuiles son los elementos del segundo
de dichos subconjuntos. Al hacerlo asi, considero a Ja Matems-
tica no como un cilculo formal riguroso —ideal que ya he dicho
utdpico, aunque descable como guia para su elaboracién y cons-
truceién—, sino como.la Matematica que se hace y se trabaja cons-
tantemente, como la Matematica que encontramos en fodos los
textos matemdticos. No se enira, aqui, en la clasificacién de las
funciones que se asignan a ciertos signos en el interior de una de-
terminada rama de la Matemdtica: ello pertenece a la introduc-
cién de tal rama, donde deben especificarse que tales o tales signos
van a utilizarse como signos de variables, o pardmetros, o varjables
sintdcticas, etc.; es decir pertenece al acuerdo notacional intro-
ductorio del trabajo, o introductorio de las nociones que a lo largo
del mismo se vayan introduciendo. Tampoco entro en la discusién
acerca de si ¢l lenguaje es un convenio artificial de la humanidad vy,
por lo tanto, todos sus clementos son arbitrarios, artificialmente
construidos por el hombre, o si por el contrario corresponden o tie-
nen un origen “natural” onomatopeyico, por ejemplo. Afectaria,
esta discusion, inicamente al lenguaje oral, fonético, y no al escrito,
el cual es, ciertamente, artificial en la forma alfabética en que lo
utilizamos. En este aspecto, tanto el que he llamado lenguaje usual

como el artificial, son, los dos, artificiales. La diferencia entre ambos
es, por lo tanto, de grado. ’

— Como elementos propios det lenguaje artificial 'matemético con-
sidero los siguientes: :
a) Signo estrictamente artificial. Carece de referente alguno en el

lenguaje ordinario. De este tipo son, por ejemplo, |, —, €, =,
V, ... A veces, alguno de estos signos ha pasado al lenguaje

ordinario, como en el caso del signo operatorio “4” entre los
naturales.

b} Signo grifico udnico que, en contexto distinto al matemdtico,
posee significacién propia. Fn esta categoria se incluyen todos
los signos vocdlicos de los que hace un uso inmoderado el

¢)

d}
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matemdtico, y que quizd constituyan, en proporcidn a los res-
tantes, la base fundamental del lenguaje artificial. _ASI, se em-
plean para designar conjuntos, elementos de conjuntos, pun-
tos, coordenadas... Algunos pasan a tener un rcferentc? cons-
tante, por ejemplo, N, Z, O, R, C, ¢, i, n, T'... Los primeros,
tomados aisladamente, son vocales del alfabeF(? castellano; los
otros, letras del alfabeto griego. Su significaqon COIlCl‘Bt?., Tes-
pectivamente, N, Z, @, R, C indican los con!untos d§ nimeros
naturales, enieros, racionales, reales, complcjos:; e i designan
dos nimeros trascendentes de gran importancia; i 'represep'ta
la unidad compleja; I' la funcién gamma o también funcién
factorial, de fértiles aplicaciones en Fisica.

Signo compuesto por varias letras que en I?nguaje ordinario
carece de referente y en la Matemdtica actia de opel_'ador 0
elemento concreto, determinado. Es, en genera_l, el pl:oplamcl,n,tc
abreviador. Asi, lim por “limite”; dx por “diferencial de x;

log o lg por “logaritmo”; sen, cos, 1g, para las funciones trigo-

noméiricas...

Término que en lenguaje usual posee refen?nte semdntico y
no unico, en general, Es signo que puede considerarse tam? .del
lenguaje corriente como del artificial propio de la I\{Iatema‘tlca.
Asi, términos como grupo, anillo, ideal, cuerpo, filtro, f{bra,
norma, categoria... son signos propios del le_ngpa]_e matefnauco
en el sentido de que en el interior de esta chsc1]_;)l3na actian de
modo inequivoco, estando perfectamente deflmdos: ya que
son nombre de estructuras o conceptos claramente dehrr‘utados;
por ello tienen un sentido tan preciso que se les podria reem-
plazar por un signo artificial cualquiera, De_ hecho, es !0‘ ocu-
rrido en algin caso, frontera entre un térml-no que podria ser
considerado del lenguaje ordinario y que, sin g?mbargo, p?rte-
nece de lleno al lenguaje matemdtico. Por e]emplt_x nucle_o
de un homomorfismo entre dos estructuras algeb_ralc.:a_s. Ulti-
mamente se estd reemplazando tal término por las iniciales de
su traduccién inglesa o alemana —respectivamente, kernel,
kern— vy asi tanto los textos franceses como los caste]_lanos aFl-
miten ker para desipnar niicleo, incluso sin advertencia previa.
Ker bien puede considerarse, en contexto cat_stellago, como signo
artificial carente de referente en el lenguaje ordinario, aunque
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* permiten percibir, en el Calculo infinitesin}a], por ejemplo, ¢l
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riicleo posea muititud de significacione,
otros sublenguajes estrictamente cientificos. -

También se incluyen en este apartado aquellos términos que, :

teniendo sentido originario matemdtico, por ser nombre de ents |
u objeto especifico de esta materia, el lenguaje ordinario Jos ]
ha absorbido, con el mismo o muy parecido sentido, pertene- |
ciendo al vocabulario minimo que todo hombre posee. Asi k.

los nombres de ciertas figuras geomeétricas como punto, rects, |
tridngulo, circunferencia... En esta absorcién, el “parecido sen- §
tido” es posible fuente de error que a veces cuesta arrancar |
mucho por las representaciones intuitivas que entrafia Yy que sef
cargan de manera inconsciente en el empleo de los mismos en
el lenguaje estrictamente matematico ; pero constituyen, a la vez, |
Y como contrapartida, fuente de muy fecundas intuiciones, asi |
como generalizaciones y posibilidad de simplificar las demos |
traciones. Estas ventajas han hecho casi necesario el empleo |
de un “lenguaje geométrico” en los terrenos del analisis,

Figura que acompaiia al texto. Hasta ahora estaba considerada |
COmo mds caracteristica de los textos geométricos, aun apare- }
ciendo también en los analiticos, como en el caso del estudio
de derivadas, entornos, variable compleja..., y aun existiendo |
geometrias que se permitieron desarrollar sin hacer llamada al- |
guna a la figura geométrica, como la Proyectiva de Stauprt
implica muy grandes peligros su utilizacién, va que puede dar
lugar a generalizaciones de propiedades s6lo vilidas para el
modelo de la figura representada, Ademds, tampoco permite |
generalizaciones absolutas, para espacios de n dimensiones,
objetivo actual de muchas zonas de la Matemitica. Tampoco

comportamiento de una funcién que sea derivada de orden su-

perior al segundo respecto a sus continuidades o no, ni qué in-
terpretacién cabe dar a las mismas,

Sin embargo, la figura continia siendo uno de los motores
fundamentales de la invencién matemitica y de la propia di-
vulgacion de la misma, ¥a que, en su base, se encuentra el “len-
guaje geométrico™ al que se ha hecho referencia en el apartado
anterior, Cabrian muliitud de ejemplos, como en Gauss la pre-
ocupacién geométrica de la construccion con regla y compis
de poligonos regulares, que da paso a las ecuaciones cicloté-

LY bitontc

§ tanto en éste como en |
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micas; los movimientos del icosaedro en .FELIX KLEII?I con :21
hermc;so paralelismo respecto a las ecuaciones de qunilto fgln-
do; la geometria hiperbdlica llevando a POINCARE a las fun-

ciones A-fuchsianas...

Y no sélo motor de invencién. A veces constituyen fuente
directa de descubrimienios.

GINO LORLA, en una comunicacion dirigida a I1 fo};xgﬁ
de Matematica (afic V, num. 10-12) el 4 de blc‘l mbre
de 1906, cita los dos siguientes casosvde dez;iun?iendo
struccion geométrica: 1.° IVON-VILLAR .
por construccion g p L buiar st
] ntral de Paris, a
estudiante de la Escuela Centr is, al dibujar una
i i riva, descubrio las s .
imina de Geomelria descng va, : c
Z::ulares del toro, no meridianas ni . p-aralelaes.pi;‘e ﬁg;
i itié “toda cénica qu
tiempo se admitié que L2% .
gggggapumof de inflexion de una cudrtica plana, contze;z(e
otros tres”, hasta gue F. KLEIN (Math.‘ Ann. tomo X
1876, p. 397) demostro su falsedad _deduczda de la :;1:;) “
cidn ’de las hermosas liminas relativas a ta_Ies figuras p
3
blicadas por BEER en 1852 %.

Hay una diferencia esencial entre la figura ut.lhzada rin
texio cldsico y en texto actual, sin embai?o. 1la pnmz::dg -
ii i 1, literal del objeto represe Y,
tendia dar una imagen real, ob 1 ado .
ia en la Matemdtica. Es la pr
con ello, de lo que ocurria e pretension
ivoco. A pesar de ello, se
la que daba lugar al equivo e ha mante
i iritu humano. El propio
nido con exceso en el espir : tans Re-
5 i ue “es totalmente impo pe
cHENBACH llegd a afirmar q : ta sible pen-
relaciones”, lo cual es cierto, p
sar en forma abstracta sobre r _ 1o, pero
id 1 empleo de figuras en g
no la conclusién de que e ‘ R 1 ometria
¢ necesidad basica del pensami
descansa por ello “en una : ica
humano”.pEol pensamiento, para ejercerse, requiere de el;mcl::tgs
i ifico o la palabra, pero no de -
concretos como el signo gréf '
gura que sea imagen real o literal del concepto u objeto sobre el

H i
cual o acerca del cual se piense ™,

‘ i .y
¥ Nota de los traductores REY PAsTOR-ALVAREZ UDE en p. 61?3’5 :_1 é‘ic‘_::c{azs_
de Geometria moderna de M. Pasch. Ed. lunta Ampliacidn A
e -

i 13. _ o
dnd‘!‘ 119,a filosofia del espacio y dql tiempo. Ton}ado de M. BUNGE: [atiicion
y ciencia. Ed. Eudeba, Buenos Aires, 1963, p. 97.

t
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Hoy dia esta figura se ha sustituido en Ios razonamientos

matematicos de carcter algebraico y mas agn analitico, por ¢

diagrama 0 esquema. El paso de lo figural o de 1a figura ima-
gen a la figura simbélica ha sido realizado también en machos
otros campos del pensamiento. El discurso filoséfico o el an-
trcipoléglco, por ejemplo, se ayuda también del diagrama. Como
seflala MaARIO BUNGE en Intuicién y Ciencia, Nicorar HARTMANN
al evol}lcionar hacia un cierto tipo de realismo “se hacia cada,
vez mas aficionado a Igs diagramas para ilustrar sys ideas;

su Eir.zfii@mng in die Philosophie esti profusamente ilustrado
con dibujos lineales™ s,

Desde otro plano advierte este mismo hecho LUCIENNE Fe-
Lix en la Advertencia a la tercera edicion de su Exposé moder-
ne des mathématiques élémentaires:

conjufitf'.s"ta ¥ 'relacional, €50s esquemas forman parte de Ia
€XpOSICIOn misma; hacen perceptible el abjeto de estudio
aligeran la’redaccién Y. mds ain, permiten percibir bajo un
aspecto mds general las nociones que se han creido exce.
stvamente ligadas a sélo las funciones numéricas *

f) S?g.no artificial, aunque no unjco de la Matemadtica o con sig-

_nlfICfidO estrictamente matemético, En esta categoria se po-
fin‘e.m incluir las cifras hindii-ardbigas, asi como acentos, sub-
indices, superindices, paréntesis... Mds propio de este jgrupo

poder'nos considerar los pertenecientes a la Légica, como los de
cuantificacién,

ABREVIATURA-NOMBRE.

' Es evidcn_te que alguno de los signos artificiales antes enume-
rados ha surgido, realmente, como abreviatura del lenguaje, bien dei

:: Op. cit., p. 95.
Ed. Duncd, Paris, 1965. Log subrayados, mios.
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dinario, bien del propio artificial. En algin caso adapiando la o
s iniciales del término que se abrevia, como Z para el anillo de
los enteros —de Zahlen—, R para el cuerpo de los nimeros reales,
['el propio caso de ker, el de lim, o del término que designaba la
Frelacion original como e para la pertenencia de elemento a conjunto,
ide eorwv, etc. En otros casos, para hacer mds concisa la expresion,
-weando el signo artificial correspondiente, como en la desfigura-
tidn de “S” inicial de “suma™, para dar lugar a “ /™ para integral...

- También es evidente que, en muchos otros casos, ¥y €n un prin-
 tipio en su totalidad, el signo artificial ha sido una creacién no
shreviadora de términos, sino de designacién de nombre a concepto,
_2idea previa de un objeto matemitico existente con antelacidn a su
- designacion nominal. En este sentido, el nombre buscado pretende
- flejar con la mayor exactitud posible la esencia del objeto al cual
: 5¢ asigna. De esta forma, para indicar la igualdad entre dos cosas,
entre dos objetos matemdticos. cualesquiera, el inglés RECORDE in-
 troduce hacia 1550 el signo “=", “por no haber nada mas igual que
estos dos trazos paralelos™, mientras se utilizaba por parte de VIETa,
. DESCARTES, y hasta el siglo xvi, la deformacién de las iniciales
: e aequare, “==", como signo de la igualdad. El signo que ha pre-
, valecido no es el abreviador, sino aquel que en su figura recuerda
-méds el concepto que pretende designar. Aunque este punto no es, en
- modo alguno, esencial. Y asi el propio PLATON, que en cuanto al
origen del lenguaje no parece adoptar postura definida entre origen
| divino o convencién natural humana, en la Carta VI plasmard niti-
- damente la postura de la previa existencia real del objeto al nombre y
| de 1a convencién de éstos, cuando afirma

Decimos también que el nombre de los objetos no es una cosa
fija en modo alguno para ninguno de ellos, y que nada impide
que las cosas ahora llamadas redondas sean Hamadas rectas y las
rectas, redondas; su valor significativo no seré menos consis-
tente para los que hacen el cambio y las llaman por los nom-
bres contrarios. Respecto de la definicién se puede decir lo
mismo, desde el momento que estd compuesta de nombres ¥
predicados: no hay en ella ninguna consistencia suficientemen-
te firme ™.

'" 343 b. Ed. Instituto de Estudios Politicos, Madrid, 1954.
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Lo figural-Lo operativo.

Se plantean, aqui, dos problemas. En primer lugar, la evoluciii

en ¢l seatido de los términos. A pesar de su no imprescindibilidad,f

del convencionalismo que suponen palabras como las. anteriores, los
términos griegos utilizados para los objetos matemdticos gozaban,
en su totalidad, del caricter de reflejar o intentar reflejar al objeby
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s0, surgen otros entes entre las conicas. Asi, la circunferencia, lo

o0l no es dificil de admitir intuitivamente. O dos rectas reales con

;i punto de interseccién también real. Pero las ecuaciones_ obligan
'a admitir nuevos entes, también considerados como cémca\.s por
‘responder a la misma ecuacién, y para los.cuales hay que inven-
lar un nombre, los imaginarios o las rectas isotropas. Se¢ ha produ-
'. eido, de esta manera, un indudable enriquecimiento en los terrenos

bien en su cualidad o esencia, bien en su construccién. A diches
términos los podemos calificar como figurales o descriptivos. Ya

es cldsico tomar el ejemplo de las conicas en este punto. Asf

mapefdddewv significa “aplicar” vy,
desde los pitagéricos, al mapuBodi) tév yopiwy “aplicacién de dreas”,
es decir, construccién de un paralelogramo de drea dada sobre
segmento de longitud también dada. Pardbola en elipse —poste:
riormente s6lo elipse— consistfa en realizar tal aplicacién por
defecto; pardbola en hipérbola —después sélo hipérbola—- apli
cacién en exceso, dado que los términos brepBaldety ¥ Ehhetzen

designaban, en lenguaje usual, “exceso” y “defecto™, respectiva
mente.

Tras APoLONIO, aplicacién o pardbola, elipse o hipérbola pasan
a designar a las secciones conicas. Pierden, con ello, su cardcte

representativo de una construccién, pierden su cardcter descrip}

tivo. Varia su sentido originario en beneficio de ofro significado,
Pasan a dar nombre a unas figuras concretas. Pero ello se realiza en
beneficio no de tal figura, sino de la analitica. APOLONIO hace ¢
paso del concepto cldsico al actual mediante el algebra geométrica,
Analiticamente, la pardbola viene dada por la expresién ax = k§,
donde « es la longitud del segmento dado: § el srea conocida del
— Paralelogramo y x la longitud del otro lado que hay que calcular, §

es pardbola por defecto o elipse la expresién es ax — x* = S don-|

de x* es el paralelogramo semejante al dado que queda en defecto,
y si es pardbola en exceso ax + x* = kS. Sien lugar de aplicar un
paralelogramo de drea S aplicamos una curva de ordenada ¥ sobre
el eje de abscisas, las ecuaciones anteriores adoptan la forma de
las ecuaciones de la paribola, elipse ¢ hipérbola en el plano, res-
pectivamente gx k', ax — x* = k', ax + »* = ky®, Se ha

generalizado, asi, una cierta construccién, Se ha pasado de esta a;

un nombre; de un paralelogramo, a una curva cualquiera que sa-

tisfaga una ecuacién determinada. Se puede continuar y admitic|

que las tres ecuaciones quedan englobadas en una sola. En est

en el lenguaje matematico, pasif:

b olindantes a los tres términos que se han puesto de ejemplo, y no
: sdlo mero cambio de nombre.

r  Ejemplo mds reciente se liene en el caso de la estructura alge-
! braica “espacio vectorial” que llega a englobar, en su esencia, ele-
. mentos aparentemente tan distintos como el vector del que toma

r ¢l nombre, ¢l conjunto de las aplicaciones de un cuerpo sobre otro,

las soluciones de ecuaciones diferenciales de segundo orqw:n sin
:segundo miembro, los polinomios... Y que preseintfan, tamblen: in-
L mediatas semejanzas con transformacmn.es .g‘eometncas,‘en_ el ?.lge-
“bra lineal que conducen a una ampliacién tanto terminologica
E‘I—apoyada en la imagen geométrica~ como conceptual. Del vector
C como mera “magnitud” con “sentido™ * se ha pasado, conservando
el término, aunque enriquecido, a nuevos campos conceptuales.

Ahora bien, lo importante, lo que hasf que remarcar, es que
. dicho enriquecimiento se ha producido, precisamente, por l_a pérdida
' del contenido descriptivo o figural de los térmmos primitivos. Sélo
- cuando han perdido su cardcter representativo, h:cm permit}do rea-
. lizar otras comstrucciones, se han vuelto operativos. Y si en un
| primer momento pasan a designar otros obje:t‘os, ll?gz'i un momento
" en que no designan mds que una interpretacion metrica de una ex-
presion algebraica.

Igualmente se podrian haber tomado otros términos en ’el .len-
| guaje matemitico griego. En competencia con el color, términos
como punto, recta, superficie, ﬁgura._.., designan fror_lte}'as de cuer-
" pos. Son, por ello, eminentemente f;gurales‘ 0 descriptivos. Y sin
embargo, a pesar de que EUCLIDES, por c]crr_lplo, se ve obligado
a definirlos explicitamente por esia concepmén,. resulta que no
- utiliza tales definiciones. Y ello porque tales términos, en la Mate-

1 Términos que, al igual que los casos anteriores, servirian dle mt%d:ﬁio
e LS ; N ¢ los térmi.
ejemplificador para indicar la evolucién en el sentido sufrida po
| nos matematicos.
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mitica axiomatizada, han perdido
den ser definidos implicitamente.

En esta evolucién, en este paso del cardcter descriptivo a I},

operativo, veo la

figural. En €l hay objetos y construcciones :

caracteristica de generalidad. Este hecho 1o

querido ver el poder abstractivo generalizador

maciones de caricter particularizador respecto
truccién determinados. Una
circulo singular y concreto,

&0 nada hubiera podido hacer. Pero la figura es una particulariza-
¢i6n, un modelo —todo lo imperfecto que se quicra— de una tnica
Forma pura de ia cual participa.

-0 al caso particular, mediante la llamada especificacion dentro e
la proposicién matemaitica, Los ge6metras hindies llevan a su ex-
tremo esta posicién, Les basta el enunciado, la figura y un impe-

rativo: “;Miral”, Anilogamente, s6lo cuando Ia Aritmética pudo |

liberarse del cardcter descriptivo de sus términos —Y¥ basta recor-
dar toda la literatura existente sobre log nimeros triangulares, pen-
tagonales... — se pudo convertir en dlgebra. El signo artificial, per-

dida su nota descriptiva, puede aplicarse a campos de objetos cua-
lesquiera, en los cuales se

Para indicar la necesidad del signo artificial,

tal cardcter figural, y 36lo pue.|

En BUCLIDES —ya se volvers a este |
punto— la demostracién se realiza mediante un paso a la figura
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" El signo, caracteristica no univoca.

Un segundo problema se liga con el anterior. Si el signo arti-

+ ficial permite la instrumentalizacién de la Matematica al despo-
clave del simbolismo artificial matemdtico. Este}
nada tiene que hacer, ni como abreviatura siquiera, en un terreno .

s¢ dan nombres pan
tales objetos y tales construcciones. El signo artificial abrevia y|;

. i i to el cuer
clarifica algo la expresién, pero se pucde prescindir de ¢l Sglof bles equivocos por el contexto. Asi, C puede designar tanto e o

cuando pierde su nota descriptiva, el signo artificial se convierie |
en imprescindible y permite que la Matematica alcance su notsF

podemos observar 1|

todo lo largo de las etapas de la’ Matemdtica. Ei genio griego wo L:‘. dar lugar a equivocos precisamente por el enriquecimiento obtenido

pudo o no supo liberarse de Ia particularizacién y ello por el em- |
pPleo de este tipo de términos. Contra la afirmacién anterior se haf

que supuso la Geo- |
metria. Ahora bien, si observamos todas las manifestaciones griegas,
lo que se nos presenta es todo Io contrario, se nos muestran afir. | ‘o ,
’ 2 un objeto o cons. | Pero también puede considerarse como un cuerpo rlguflo t;i)rmzdo
propiedad del circulo es vAlida para ¢ | POT tres segmenios que tienen dos a dos un punto comin. Los dos
para la Forma pura del mismo, De !

aqui Ia imperiosa necesidad de Ia figura, Sin ella, el gedmetra grie- ;

jarse de su referente descriptivo, ;consigue suprimir, d_e modo ra-
dical, las equivocidades y ambigiiedades que el lenguaje usual en-
trafiaba? En esié sentido, signos como los que se han pufesto df:
ejemplo en los apartados anteriores sélo consiguen suprimir posi-

de los mimeros complejos como la constante de EULE‘R-MASCHERO'NI,
como el vértice de un tridngulo... En casos como éste la 8011'1(?1611
es inmediata: basta la indicacidn de qué signos se van a utilizar
en cada contexto. Sin embargo, en otras ocasiones el término suele

al paso del tiempo. Por ejemplo, en el caso rridngulo fdebido al
hecho de que “dngulo” puede interpretarse como originado por
una semirrecta que gira alrededor de su extremo 0 como region
plana determinada por dos semirrectas de origerll comin-— podemos
inierpretarlo como una regién plana, interseccién de tres bandas.

sentidos se uiilizan frecuentemente. Y en muchas ocaszones“des-

concierta al lector no preparado. Igualmente, conceptos como fgu-

cién”, “curva”, “numero”, han ido sufriendo paulatinos cambios
»

- de los que habra ocasién de hablar. Asi como el de “operacién”

cuyo sentido primario permanece con el‘ actual, provoc‘ando lo que
puede considerarse como peligrosa ambigiiedad. Este t_lpo de eqm‘-
vocaciones y ambigiiedades sélo puede superarse mediante una ri-
gida formalizacién que determina, axiomdticamente, y por tanto
de modo implicito, el sentido con el cual puede aceptarse o mane-
jarse un término determinado. Pero ello nos conduce a otro pria-
cipio fundamental de la Matemdtica. El de que sélo e_l signo
1o la determina de modo univoco. Si es importante, esencial para
su desarrollo, lo es igualmente la sintaxis del mismo. La caracteri-
zacién del texto matemdtico no va a estar, por ¢llo, en la mera
utilizacién del signo artificial, sino en e! modo de emplsarlo’ y en
¢l modo por el cual se le da un referente o contenido semdntico
posterior.,
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La consideracién de que el empleoc del signo artificial es mece-
sario para la construccién matemdtica ha conducido al problema de
si la Matemdtica es mera manipulacién de signos arbitrarios o si tal
manipulacién no es mds que secundaria, obligada en cuanto a Ia
expresion, pero no en cuanto a su esencia, Pero si estos problemas
han surgido realmente en nuestra época, ya mucho antes el empleo
del signo, de su buen o mal usc habia suscitado sus comentarios.
Desde sus origenes, el matemdtico se ha preguntado si, en ocasiones,
el excesivo empleo de tales signos no provoca lo que se pudiera
denominar “empacho signico”, que conduce a no reflejar con exac-
titud el pensamiento o a enmascararlo, o a hacer creer que se dice
algo, sin decir nada, o bien a creer que se estd pensando acerca
de objetos cuando lo tinico que se hace es operar con signos ca-
rentes de todo correlato real. En el fondo, lo que se debate es la
cuestiéon del objeto propio de la Matematica. Si ésta trata sobre
objetos reales, independientes del hombre y, por supuesto, de na-
turaleza eidética; si versa acerca de entes construidos meraments
por el espiritt humano; si sobre meras palabras o signos materia-
les. Es, este dltimo caso, el que harfa recaer toda la importancia
de la Matematica sobre el signo artificial junto a su sintaxis, des-
preocupados de las relaciones entre realidad material o ideal y
pensamiento. Pero los dos anteriores enfoques tampoco escaparian
al problema del fiel reflejo del pensamiento por el signo, de la
inevitabilidad de este para la construccién matemditica y de los

_iondicionantes que su uso entrafia.

CONCEPTUACION PREVIA DE LA MATEMATICA,
Son consideraciones, las anteriores, que pertenecen mis a te-

rrenos de lo que se pudiera calificar como Filosoffa de la Matemd-
tica, que a terrenos de lo que se ha calificado Estilo matemitico.

Sin embargo, este va a estar condicionado, en gran medida, por .

la previa conceptvacién de la naturaleza y método propios de la
Matemadtica. Conceptuacién de autor que puede estar implicita, como
en la mayoria de los matemdticos pragmadticos, preocupados més por
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- ¢l desarrollo de su disciplina que por sus fundamenios. En este
-caso, no Se puede olvidar que ese autor estd inmerso en una época
"y, en ella, otros habri que formulen con precisidn tales conceptuacio-

mes; la mecesidad del signo artificial o no; si este, de necesario,
es figural o simbdlico operativo; si ¢l lenguaje corriente es o no

- apto para la captacién de los entes matemdticos y de sus rela-

ciones...

Precisamente las variaciones del estilo matematico gue se in-

' tentan caracterizar en lo que sigue, se van a configurar por esta prs-
. via conceptuacion de la naturaleza de la Matematica, sus métodos y
. s lenguaje, su fundamentacién ultima. Segin que se adopten unos
' u otros puntos de vista, se hard una u otra literatura. Pero, ademas,
' va a permitir, esa previa toma de posicidn, caracterizar la Mate-
. mitica de toda una época. Asi, la consideracién del signo como
. imagen literal del objeto representa un cierto tipo de Matemadtica,
. la griega, con su estilo propio, el que denomino geométrico, apo-
' yado en estructura axiomdtica. Por el contrario, el signo como en-
tidad propia o como imagen simbélica sin referente alguno, va a
- caracterizar la Matemdtica actual, aunque el estilo a que da origen
i —y que denomino formal— se apoye también en cuanto a la estruc-

tura, en el modelo axiomdtico. En ambos tipos, como en todos los

4 demds, el estilo. sufrird variaciones; dependerd, naturalmente, de
- la caracteristica propia del autor particular que escriba, asi como
| del tema que desarrolle.

CLASES DE ESTILO.

Segiin estos enfoques, los estilos matemdticos que han aparecido
a 1o largo de Ia historia, se pueden clasificar como sigue:

Estilo geométrico.—Pone ¢l acento mds sobre el aspecto axiomé-

tico-deductivo que sobre el operacional o mnotacional. De aqui
el empleo de signos en su aspecto figural, como representacion
fiel del objeto que representan. El rigor, completo, aungue por
lo anterior no tengan mas remedio que uiilizar la intuicién
sensible en las propias demostraciones. Como nota principal
destaca su caricter expositivo con total preponderancia sobre
el aspecto inventivo de la Matemitica.
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Estilo poético.—Mucho mds abstracto que el anterior, utiliza el definicién de paso al limite dada por WEIERTRASS, tomada como
signo con cardcter operacional esencialmente, aunque lo designe | base de todo el desarrollo del analisis matemético.
con términos del lenguaje usual, colores fundamentalmente. $ |
carece de demostraciones, simple enunciado de las reglas of
proposiciones matemdticas. En verso dichas proposiciones, el |
poema condiciona la expresidn, la eleccion de casos, hasta el |
origen de la obra matemdtica. Cardcter inventivo mds que}

Estilos sintético y analitico.—Consecuencia del renacimiento geomé-
" trico a principios del siglo x1x y de la Geometria proyectiva, se
contraponen el desarrollo de la Geometria pura, sin empleo de
coordenadas, mera relacion de figuras geométricas imaginadas, y
la Geometria analitica, desarrollada a partir de su enlace con el

€XpOSItivO. ; cuerpo de los nimeros reales. El sintético, es, en el fondo, una
Estilo cdsico—Mezcla de lenguaje ordinario y principios de siguo |/ vuelta al estilo euclideo, aunque quizé4 no con el rigor pretendido
estrictamente artificial. El nombre se lo doy por la constante | de este.

referencia 2 la “cosa™ para designar la incégnita. Hay casif.
completa ausencia de rigor y, lo que es mds importante, de|
generalizaci6n abstractiva. Se dan casos particulares; se resuel |
ven multitud de problemas de cardcter aritmético, pero conl
ausencia de método uniformador, general.

Estilo dual—Consecuencia del principio de dualidad de la Geome-
tria proyectiva, esta disciplina puede realizarse en su exposicién
a dos columnas, con intercambio tinicamente de ciertos érminos
duales. Tanto los estilos sintético y analitico como el dual co-

: . existen juntos.
Estilo algebraico-cartesiano.—Notacional, aunque con ciertas limi- |

taciones. Es el primer paso hacia el 4lgebra moderna. No hay ‘_
completa sistematizacién operacional abstracta. Queda muy |
pronto absorbido por el siguiente. '

Estilo axiomdtico—Consecuencia de la corriente geométrica de fun-
damentacion de la Matemética, también en el siglo xix. Como
el geométrico, sigue el esquema axiomdtico deductivo. Los sig-
nos, esenciales, pero de cardcter no ya figural, sino estrictamente

Estilo de los indivisibles—La figura geométrica es fundamental, | simbélico. El rigor, completo, sin llamadas a la intuicién sensible
pero a caballo entre sus enfoques figural y simbolico. Gran | o a axiomas no explicitos. Cardcter méis expositivo que in-
abstraccién, pero con total ausencia de un lenguaje apto para . ventivo.

expresarla adecuadamente. No existen justificaciones para el |

método en su plano conceptual, sélo aceptado por el indiscu- |

tible éxito obtenido en los resultados. El rigor, por ello, es |

escaso, Los razonamientos por analogia son frecuentes. Tam-

bién las interpolaciones apresuradas. Es lenguaje de carécter
—  inventivo, no expositivo.

Estilo formal—Fl signo, tnico instrumento a utilizar, Se abandona
el lenguaje usual. Rigor absoluto, total. Los signos, carentes de
todo contenido referencial seméntico, aunque puedan interpre-
tarse en modelos o realizaciones. Sirve para la exposicion de al-
gunas ramas de la Matemdtica, no para su totalidad. El aspecto

cxterior es el de un mero juego simbdlico.
Estilo operacional puro.—Meramente calculatorio. Consecuencia del

anterior, los conceptos quedan desfigurados bajo un impresio-
nante aparato simbélico artificial, aunque el rigor en muchos
momentos no exista. La preocupacién fundamental es la de des-
arrollar algoritmos y aplicarlos en todos los terrenos de la

Estilo semiforimal—Es e! usado en la actualidad por la mayoria de
los matemdticos. Como meta ideal se pone de modelo el ante-
rior. Utiliza el lenguaje ordinario, aunque en poca medida, la
imprescindible, y considerdndolo como vehiculo necesario, pero,
a la vez, en su posicién extrema, como un abuso del lenguaje,

clencia. ’ de la “retérica”. El signo sdlo se admite, como en el caso an-
Estilo de los *“e”.—FEs denominacién que adopto de CHEVALLEY. Sur- terior, en su dimensidn sintdctica. Deductivo, define de modo
ge como consecuencia de una de las corrientes de fundamenta- axiomdtico las estructuras de que parte, ya que se encuentra casi
cidn de la Matemdtica durante el siglo x1x, la de aritmetizacién totalmente algebrizado, hasta en las parcelas topoldgicas. El ri-

del andlisis. Vuelta al rigor, que se hace completo mediante la gor, si no como el anterior —inico ademds del que podria
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asegurarse su plena existencia, y ello con las reservas del uto-
pismo ya sefialadas anteriormente— puede considerarse casi ab-
soluto, Permite, por otro lado, dar las dos vertientes del len-
guaje, ya que es tanto expositivo como inventivo. -

Todos ellos se estudiarin partiendo de la conceptuacion previa
que de la Matemitica exista, formnlada bien por filésofo anterior a
la plasmacién en obra matematica definitiva —como en el estilo
geométrico— bien por fildsofo-matemitico o por matematico, auto-

res de las obras y, por tanto, modelos propios del estilo a que dan
origen.

1. ESTILO GEOMETRICO
1. PLATON Y SU CONCEPTUACION DE LA MATEMATICA.

Signo, Palabra, Accion.

PLATON, primer autor en el cual encuentro referencia explicita al
estilc matemdtico, a la manera de expresarse los gedmetras, parte
del hecho de ser la Matematica un lenguaje oral, siéndole imprescin-
dible la palabra. De aqui su rechazo del signo, que exige manipula-
€ién, como elemento imprescindible para la elaboracién matematica.
En el Libro VII de La Repiblica ataca directamente la manera de
€Xpresarse que tienen los geémetras, la manera de utilizar un len-
guaje especial los matemdticos de su época, cuando escribe:

su lenguaje es sumamente ridiculo ¥ forzado, pues hablan como
T Si estuvieran obrando y como si” todas sus explicaciones las
hicieran con miras a Ia prdctica, y emplean toda clase de tér-

minos tan pomposos como “cuadrar”, “aplicar” y “adi-
cionar” ',

Que el lenguaje propio de la Matematica sea el oral
puesto a la acciodn, al obrar, en io que ambos significan de manipula-
ci6n préctica, con cosas materiales— Io encontramos en varios pasa-
jes de los Didlogos. Por ejemplo, en Gorgias se lee -

—y contra-

' 527 a. Cito por ed. Inst. Est. Pol., Madrid, 1949.
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Otras artes hay, en cambio, que todo lo realizan con pa-
labras y que, por asi decirlo, muy poca o ninguna accién nece-
sitan, como la aritmética, el cdlculo, la geomerria... en la’s
cuales las palabras esidn casi a la par con las acciones o mds
frecuentemente aquellas aventajan a éstas y toda la accidn ¥y
el dominio se ejerce por completo a través de las palabras.

... §i... me preguntara alguien: jen qué consiste, SGCRATES,
la aritmérica?, yo le contestaria, como ti hace un momento,
que es una de las artes que logra su objeto por n}edto de la
palabra. Y si de nuevo me preguntara: ;Sobre qué t_rata?. yo
le diria que sobre lo par y lo impar, cualesqtf:era que ellos
sean. Si me preguntara: jQué entiendes por calcullo?, le con-
testaria que también es un arte que todo lo realiza por me-
dio de la palabra. Y si una vez mds preguntara: ;Sobre qué
trata?, le dirfa, como suele decirse en los a’ecretqs, qie en
cuanto a lo demds son iguales la aritmética v el cdlculo, por-
que también este ultimo trata lo par y lo impar,- pero que el
cdlculo se diferencia en que considera las canufifzdes dr,f lo
par y lo impar en si mismas y en su mutua‘relaaon. Y si le-
guien al decir yo que también la astronomia todo lo realiza
por medio de la palabra, me preguntara: ;Pero las palabras
de la astronomia sobre qué tratan, SGCRATES?, yo le contes-
taria que sobre el movimiento de_ los astros, de.l2 Sol y de la
Luna y sobre cudles son sus velocidades relativas®.

Ahora bien, PLATON no rechaza ni por un momento el que la‘ Ma-
tematica exija también una accién y, por ello, necesite de la figura
—que es fundamentalmente el vinico signo _al qm?'pucde hacer refe-
rencia, ya que el nimero aparece como manipulacion de cdlculos, con
guijarros materiales y con el gnomon ¢ escuadra—, d? la .construc-
cion. Uno de los pasajes matemdticos platdénicos mads citados, el
primero del Mendn (82-84), por si las palabras de -G'orgifw antes
transcritas no bastaran, es una de las mds claras manifestaciones de
la imperiosa necesidad de la construccion grafica. StﬁC.RATES, en este
pasaje, “demuestra” construyendo materialmente, practicamente sobre
una figura la duplicacién del cuadrado.

Pero esta necesidad constructiva, manipuladora, es una necesidad
de caricter pragmdtico. De modo muy explicito PLAaTON la utiliza
para introducir su concepto de reminiscencia. Para PLATON la Ma-

® 450 d-451 b-c. Cito por ed. Eudeba, Buenos Ai;es, 1967.
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temdtica versa acerca de objetos ideales, de puras Formas que el

hombre ha de captar por medio de la razén y no de los sentidos.
De aqui que la Matemdtica sea independiente, considerada en toda
su pureza, de cualquier construccién y, por ello, de cualquier tipo
de lenguaje material, sea algoritmico o bien grafico. E incluso
serfa independiente del propio lenguaje oral! al que tan machacona-
mente se refiere en Gorgias. Pero dado que el hombre ha de al-
canzar la visién de la Forma pura mediante la reminiscencia, esta
viene facilitada —se podria decir, que posibilitada vnicamente—
por la construccién gréfica y el empleo de signos especiales, imagen
de esa Forma. De esta manera ¢l trabajo efectivo de descubrimiento
y exposicién por parte del matemdtico procede por construccién, por
elevacién desde lo sensible —la figura, el cilculo y las formas de
disponerlos-— y lo manual —accién de cuadrar, de aplicar 4reas, por
ejemplo—, hasta la Forma pura. Con palabras del propio PLATON
en La Repiiblica,

Y no sabes también gue se sirven (quienes se ocupan de
geometria, aritmética y otros estudios similares) de figuras
visibles acerca de las cuales discurren, pero no pensando en
ellas mismas, sino en aquello a que ellas se parecen, discu-
rriendo, por ejemplo, acerca del cuadrado en si y de su diago-
nal, pero no acerca del gue ellos dibujan, e igualmente en los
demds casos; y que asi, las cosas modeladas y trazadas por
ellos, de que son imdgenes las sombras y reflejos producidos
en el agua, las emplean, de modo que sean a su vez imdgenes,
en su deseo de ver aguellas cosas en si que no pueden ser
vistas de otra manera sino por medio del pensamiento? .

‘Método hipotético-deductivo.

El proceso perfecto, para PLATON, es el dialéctico, que capta di-
rectamente las ideas, las Formas puras, y hace ir al pensamiento de
una a otra mediante un movimiento puramente intelectual. La Ma-
tematica, al no poder manejar este método, sigue otro, condicionado
fundamentalmente por las anteriores ideas de PLATON. Método que
va a influir de modo decisivo en el desarrollo y exposicién expresiva
de toda la Matemdtica posterior, que requiriendo el signo, la fi-

* Libro VI, 510 d-e. Ed, cit.
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: gura y el término propios, los va a encadenar en una sintaxis espe-
" cial, caracteristica de la expresion matemdtica.

El método querido por PLATON para la Matemadtica es el hipo-
tético-deductivo. Asi, en el segundo pasaje geométrico de Mendn, al
hacer referencia al estilo matemdtico, PLATON explicita —sin ridicu-
lizar, ya, al lenguaje geométrico, sino por el contrario, haciendo

- uso de él—,

consiénteme que consideremos por hipétesis lo de si es ense-
flable o como lo es. Y al decir *por hipotesis’ quiero decir a la
manera que con frecuencia discurren los geémetras, cuando se
les pregunta, por ejemplo, acerca de una figura, si es posible
inscribir como tridngulo en este circulo esta figura, y contestan:
“Todavia no sé si es asi, pero como hipdtesis creo que resulta
de wtilidad para el asunto la siguiente: si esta figura es tal
que al aplicarla a la linea dada del circulo le falta ura figura
semejante a la misma que se ha aplicado, estimo que se se-
guird una cosa, y otra distinta si es imposible que le ocurra
eso”. Partiendo, pues, de esta hipotesis es como quiero decirte
lo que hay sobre su inscripcion en el circulo, si es imposible
o not

Pero donde con mds claridad explica PLATON el proceso hipoté-
tico es en La Repiiblica, Libro VI,

Creo que sabes que guienes se ocupan de geomeltria, aritmética
¥ otros estudios similares, dan por supuesto los nimeros im-
pares y pares, las figuras, tres clases de dngulos -y otras cosas
emparentadas con estas y distintas en cada caso; las adoptan
como hipdtesis, procediendo igual que si las conocieran, y no
se creen ya en el deber de dar ninguna explicacidon ni a si
mismos ni a los demds con respecto a lo que consideran como
evidente para todos, y de ahi es de donde parten las sucesivas
¥ consecuentes deducciones que les llevan finalmente a aquello
cliya investigacion se proponian®.

| 2. EL ORDEN EXPOSITIVO.

Si cabe la duda, los textos no permiten resolverla con absoluta

'~ claridad, y mds que los textos las ideas explicitas respecto a otras

" < Ed. Inst. Est. Pol.
510 c.
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materias, en cuanto a que e! edificio matematico sea estrictament
hipotético-deductivo, como se quiere actualmente, o bien hipotético
deductivo en el sentido de que las primeras proposiciones son i
potéticas no en si, sino por falta, por impotencia de aprehensid
del pensamiento respecto a la verdad de las mismas, de lo que o |
cabe duda es de la influencia ejercida por estas ideas de PrLath
sobre la expresién matemaética. Precisamente es PLATON uno de los;
més preocupados porque los miembros de 1a Academia COIMPODnga

Elementos, es decir, plasmen en obra los descubrimientos matem:
ticos.

n todo coherente en el cual nada puede ser modificado sin modi-
icar, igualmente, todo el edificio construido.

Ello condiciona, evidentemente, la expresidn matemética, Nin-
" guna proposicién puede quedar aislada respecto al sisterna; ninguna
.puede quedar sin demostracién rigurosa o atender meramente a la
intuicién sensible para aceptarla; ningin término puede utilizarse
-con sentido distinto al establecido en las definiciones o designacio-
mes, Pero elio impide el juego retdrico. Obliga a la univocidad se-
: mantica, a prohibir el empleo de cualquier figura estilistica que en-
: trafie un minimo riesgo de equivocidad. De aqui el rigor, pero tam-
| bién la sencillez de la expresién matemdtica; de aqui el no empleo
- de recursos como la sinonimia, por ejemplo. De aqui, la “maravillosa
b exactitud” del texto matemaético, en el decir del tépico. Si hay que
* reitérar un término en la misma frase, se reitera ese término, no

Y ello en el orden que siglos después realizars —“pla- ¥ : i
ténico en sus planes i fafni]iariz;)d roallfar?'fEUCfI:IDE? Pt} ¢ 1o reemplaza por ningiin otro y, de hacerse, se ruegan disculpas
s ¥ 0 con la filosofia platonica™f- », naturalmente al estilo no maie-

o . .

como lo quiere PROCLO—: en un orden expresivo axiomdtico, | alélc_ector, en gracia al estilo...
Orden que se puede resumir como sigue: Matico.

. : Han sido estas condiciones las que han colocado a la obra de

Toda obra matematica, para que sea considerada como tal, M} Eycripes como modelo del razonar deductivo humano. La expre-

de ser una obra deductiva, en la cual para nada se invoque a b} sion more geometrico se llegd a convertir en sinénimo de more

eXpernencia, aunque sus proposiciones puedan ser comprobables em-f. l6gico. El término gedmetra todavia hoy designa al insigne mate-

piricamente. En sus comienzos debe darse la lista de los términos}t mdtico. Y no s6lo modelo del razonar, modelo del lenguaje. Toda-
que se van a utilizar, con las definiciones pertinentes que, en el cas }

. . L .~ via se ha mantenido como ensefianza obligatoria del escolar tanio
euclideo, mds que definiciones se pueden considerar como designa- £ por su aspecto deductivo como por el aspecto del manejo preciso,

cionefs. A pesar de lo cual, no podrdn definirse todos los términos | riguroso, de los términos, de las proposiciones.
propios de la materia a elaborar, todos los signos del tipo incluido f

en el apartado d) —p. 39—, y ello porque exigiria un regreso al | L
infinito, que estd prohibido. Si 2 lo largo de la obra se introduce } Las liamadas a la intuicion.
algiin otro nuevo signo o término propio, deberdi ser definido enl. . . .
funcién de otros términos o signos irtip;iciales ya conocidos o del | Ahora bien, pese a loc-io ]]0 dicho, el ;1gor total, abs'oluto en l?s
lenguaje ordinarie. Igualmente, habrd un ndmero de “proposicionss | Elementos de EuCLIDES resu @, En muchos lcasos, mzmminte ap “1'
que no podrin ser demostradas y habrd que tomarlas como hipé- rente. Y ello, por dos mOtIvos. .&1 ;:;mger”ugar puel © 0 servaraf:
tesis de partida. La condicién impuesta por PLATON en el pérrafo | que ].:‘:t.lf:LIDES no realiza una niti a’ istincién entre lo que es una
citado anteriormente de La Repiblica, Libro VI, es que son pro- | d_efxmcxon y lo t:]l:lc es un axioma. ‘A_51,. los conc'e[?tos pnmlt{vos en un
posiciones que los matemiticos *“consideran como evidentes para" sisterna amor_natlco no pueden defu}i.tse exPhc“.aI?l?nte SO a tra-
todos”, bien entendido que son hipétesis, siempre. . vés de los ax{om‘as. Solo de})en admitirse !as definiciones .nommales

| de nuevos términos que sirven, en realidad, de abreviaturas. Y
De esta forma, el texto matemdtico muestra como una mallaj EUCLIDES intenta la definicién directa de los mismos dando un to-
o red en la cual toda proposicién o teorema se encuentra ligada | tal de 118, de las que veintitrés son primitivas. Un nuevo fallo se
al conjunto por ser consecuencia de otras proposiciones, formando | encontraria en el hecho de que luego no utiliza, realmente, las defi-

Los “Elementos™. Euclides.
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niciones de los elementos primitivos, con lo cual no es consecuente

con el sisterna, aunque acierte com el sentido actual de la axioms
tica, Igualmente, como postulados no se encuentran todos los quea
lo largo de la obra se utilizan. Asi, los de orden, por ejemplo, qus

se emplean para demostrar que las medianas de un tridngulo se cor-

tan en un punto, el baricentro, de forma que la mediana queda
dividida en dos partes, una doble que la otra. O cuando demuesta

que dos tridngulos son iguales siempre que tengan dos lados y e -
dngylo comprendido igual, a base de superposicién que implica la J:
posibilidad del movimiento en el plano, y la invariancia de la figura §:
en tal movimiento. Posibilidad no pedida al lector. Otros postulados -
implicitos son, por ejemplo, el que un punto de una recta divide a-
Ia misma en dos-partes, o una recta en dos semiplanos al plano en |
el cual estd contenida, o el de Eunoxio-ARQUIMEDES, o el de con- E:

tinuidad...

En segundo lugar, se pretendia desterrar, bajo la influencia pla- |
ténica, toda llamada a la intuicién sensible espacial. Entre los pos- E:
tulados sélo el V, el que ha dado mds fama a EucLipes, quiz, §
hacia una explicita llamada a esa intvicién sensible. Pero, practica- i
mente, toda la obra estd haciendo uso de unos signos que no se han ¥
postulado como imprescindibles, precisamente las figuras geomé- }
tricas. Admitiendo su existencia como tales elementos imprescin- - |

dibles del lenguaje matemitico, con lo cual se admite también la in-

tervencién de la intuicién sensible en alguno, al menos, de los |

capitulos de la Matemitica, el texto se vuelve comprensible.

Si bien los textos geométricos contenfan las figuras al parecer |
como meros auxiliares del razonar, de la expresién rigurosa, po- §

dian interpretarse como no indispensables al lenguaje propio de
la Matemdtica. Pero, de suprimirse en el texto, de no irnaginar ta

figura el lector, muchas proposiciones quedarian -indemostradas o,
en el mejor de los casos, mal expresadas.

Un ejemplo de estilo geométrico.

Vamos a tomar como ejemplo, tanto del estilo de EUCLIDES —,

por tanto, del estilo de un texto que ha influido decisivamente en |
la redaccién posterior tanto de la Matemdtica como de otras dis- |

ciplinas—, como de la necesidad de la figura y de otros términos o
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mos artificiales para la expresién matemadtica, la Proposicicn 1
il Libro I de los Elementos®.

i) Sobre una linea recta dada finita construir un tridn-
' gulo equildtero.

Sea AB la linea recta dada.

Asi, estd pedido construir un tridngule equildtero so-
bre la linea recta 4B.

Con centro 4 y distancia 4B se describe el circu-
lo BCD; después, con centrc B y distancia BA se
describe el circulo ACE; y desde el punto C, en el
cual los circulos se cortan, a los punios A, B se unea
las lineas rectas CA, CB.

Ahora, como e! punto A4 es el centro del circulo CD3,
AC es igual 2 AB. Ademas, como el punto B es el
centro del circulo CAE, BC es igual a BA. Pero CA
se ha probado que es también igual a AB; por tanto,
. cada una de las lineas rectas CA, CB es igual a AB.
Y cosas que son iguales. a la misma cosa son tam-
bién iguales una a otra; por tanto, CA es también
igual a CB. Luego las tres lineas rectas CA, AB, BC
son ignales entre si.

Por tanto, el tridngulo ABC es equildtero; y ha sido

construido sobre la recta linea finita dada AB. Que
era lo requerido a hacer.

wncl.)

. Cada paso de esta demostracién estd justificado por un postu-
thdo, definicién o nocidn comun, tanto de los principios que utiliza
fwomo de los signos artificiales o términos propios del lenguaje
'geométrico. Pero hay que observar que es una demostracién de ca-

P

ficter constructivo en la cual es imprescindible, para seguirla, realj-

fur la plasmacidén material o imaginaria de los dos circulos, De lo
jwontrario no se podria asegurar en forma alguna, la afirmacién “y
fesde el punto C, en el cual los circulos se cortan”. Es precisamente

i figura la que nos “muestra” la existencia del punto C. Para ia

J'demostracion™ completa, EUCLIDES hubiera requerido un nuevo

 ° Apoyado en texto de HEATH Euclid's Elements, 2.* ed. Dover, Nueva
York, 1956. :
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postulado, el de continuidad, que se emplea en forma implicita, 1
s6lo en esta primera Proposicion, sino en otras de los Elementos

Partes formales de la proposicion matemdtica.

También EUCLIDES es modelo en cuanto a la forma de expr

. % icién e etra of i
8i6n, a la manera de expresarse en cada proposicion el goém fuloptar. Y ello porque en muchas ocasiones un problema no pre-

matemético. Tal forma de expresién fue reglamentada por la i
fluencia griega. Es PrROCLO quien cuenta las partes en que debe d
vidirse toda proposicidn que quiera ser demostrada, y que ha
recibide el nombre de “partes formales” de la proposicion. §i

guiendo de cerca la exposicidn de PrRocLo, dichas partes son las seisf:

signientes ;
sus partes perfectas significa que contiene en si mismo cgii

cidn o maquinaria (revacxevh), demostracion (énsbsifig), conc!u»
sidn (oupmepacya).

El erunciado establece 1o que estd dado y lo que estd pedido
en términos generales ; y el perfecto enunciade consta de ambas par
tes claramente delimitadas.

La exposicion parte desde lo que esid dado, por si mismo, y i
adapta para usarlo en la investigacién ; es decir, establece las lines
particulares o figuras a wtilizar, y les asigna letras para ilustrar i
argementacion.

La definicidn o especificacidn es realmente un replanteamiento de
lo que se necesita hacer o probar, pero en términos no ya generalss
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twmo en el enunciado, sino con referencia al hecho particular con-
knido en la exposicién.

- La construccion o maguinaria agrega lo necesario a lo dado
‘_fpara el propdsito de hallar lo pedido™; es decir, agrega otras fi-

guras a la original para facilitar el punto siguiente, o indica cémo
ban de realizarse las mismas,

La demostracion es el proceso estrictamente deductivo que, par-
titndo de los datos permite obtener la vltima parte de la exposicién,

it conclusion, que vuelve a los términos generales contenidos en el
gmciado.

De todas estas partes o divisiones formales en que ha de divi-
fise la Proposicién matemdtica, hay tres que son fundamentales,

‘fwe jamas pueden faltar de la misma: Enunciado, Demostracién,

(onclusidn. La definicion o especificacién implica, igualmente, la
determinacion de limites o las condiciones de posibilidad de la pro-
josicién dada con especificacion de las distintas formas que puede

¢nta una solucién en los casos generales, sino que hay que imponer
dertas condiciones a los datos del problema para obtener dichas so-
ficiones particulares. Condiciones particulares que han de incluirse
i la tercera parte de la Proposicién.

El texto citado de los Elementos de EucLIDES estd redactado

Jiguiendo estos preceptos, con total fidelidad. Para su mayor cla-
Todo problema y todo teorema que estd completo con toduli

iidad he agregado a la izquierda del mismo cada una de las partes

ktirmales en que dicha proposicién se divide.
uno de los siguientes elementos: enunciado (mpecusig), exposik

cidn (ér'&emq) definicion o especificacién (Swpopds), constru-f

Exposfcién-]nvencfén.

Constituyen, las divisiones formales de una proposicién, las re-
ths basicas del buen escribir geométrico, preceptos vilidos para
lido tiempo, v a los cuales todo escritor de Elemenros debia so-

‘:metersc Pero, naturalmente, son reglas validas para 1a exposicién, no

wra la creacién matemdtica. Se expone, de manera ya rigurosa, lo
peviamente creado o descubierto. Ahora bien, la expresion también

tndiciona al pensamiento, a la obra de creacidn. Y si se pretende

:jaobra perfecta en su aspecto expresivo, puede ocurrir que se caiga
el manierismo, en el virtuosismo lingiiistico de nulo pensamiento
weador, o bien en el arte de un TAYLLERAND de “disimular los pen-
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proporciones elaborada por Eupoxio DE CNIDO era fundamentat,
asi como el proceso de aplicacién de 4reas.

Se encuentran, asi, en el propio EucLIDES, proposiciones ex-
presadas y demostradas en lenguaje geométrico, que pueden ser tra-
tucidas de modo inmediato a lenguaje simbélico algebraico. To-
memos las primeras Proposiciones del Libro II de los Elementos,
por ejemplo. La primera establece : '

samlen_tos con palabras”, pero muy bien dichas, construidas segi
los mejores preceptos de la retérica. : :

El paso a esta segunda fase lo va a manifestar con toda clarid
la Matemética griega. EUCLIDES deja una obra perfecta tanto ¢

Si hay dos lineas rectas, y una de ellas se corta en cualguier
nimero de segmentos, el rectdngulo contenido por las dos Ii-
neas rectas es igual a los rectdngulos contenidos por la linea
- recta completa y cada uno de los segmentos.

Es proposicién que expresa, en lenguaje algebraico, la propiedad
distributiva del producto respecto a la suma y que se puede re-
¥ presentar

o como obra acabada, deja traslucir sus métodos creadores, mu
alejados de Ias reglas, de los preceptos ortodoxos.

abt+cec+...)=ab+ac+ ...
3. EL rLramapbo “Bstio ALGEBRAICO-GEOMETRICO", ¢ )

: - la roposicion segunda establece:
Lo figural. L prop g _
: Si una linea recta se corta al azar, el rectingulo contenido
por el rotal y cada uno de los segmentos es igual al cuadrado
del rotal.

Una de las caracteristicas esenciales de la Matemadtica griega "
el ha}:cr sido eminentemente espacial o, con términos de Davp
GAl_tCIA Bacca, figural. En ella domina lo visible, Ia figura, sobr}
lo inteligible 0 m4s pburamente abstracto, ¢l ntmero y su'cnlacéf
formal. El nimero se halla supeditado, siempre, a la figura af
punto. De aqui que, como ya he indicado, Evucripgs no tenga Jquefi"

(a+b)a+(a+ byb={(a+ b

La proposicién cuarta :

hacer referenci fci s :
radicalnfznigci?ne’;g;gtztf euna a la figura, porque esta se encuentra i Si una linea recta se corta al azar, el cuadrado del total es
a un algebra ge b St su _razonar__Eu? .Conduce-, C0 ocasiones |t joual g los cuadrados sobre los segmentos v dos veces el rec-
dio & geométrica espac1al,’no simbolica-o aritmética, y ek tdngulo contenido por los sesmentos.

iciona, de modo evidente, no sélo a 2 la Matemdtica, sino a g
Propio lenguaje expresivo. De esta forma, el producto de dos mi-§ La demostracién estrictamente geométrica de esta tltima propo-

mmeros, por ejemplo, vendri representado ¥ expresado por un rec. | sicién, que equivale al desarrollo del cuadrado de un binomio, ha
téng“}o cuyos lados son las lineas que representan a cada uno d:§:quedado como modelo de este género algebraico-geométrico o ana-
los niimeros factores. Si ambos son iguales, el producto de los mis | litico-geométrico, reduciéndose la longitud de la misma a partir
mos dard lugar a un cuadrado; si el producto es de tres factores | de los trabajos de CrLavius, pero ya con un sentido mds algebraico,
1guales, el resultado es un cubo: si distinto, un paralelepipedo, Sumar | En lenguaje estrictamente simb6lico esta proposicién es

acortar una de las lineas dadas. En este aspecto, la teoria de las | ‘ (a + b)Y = a* + b + 2ab
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Otro ejemplo de estilo geométrico.

Dado su caricter de modelo en cuanto al estilo geométrico,
transcribo tal proposicién, esta vez sin indicaciones de las partes :

formales en que se divide que, por otra parte, se encuentran muy’
claramente delimitadas.

Si una linea recta se corta al azar, el cuadrado del total es‘f 2

igual a los cuadrados sobre los segmentos ¥ dos veces el rectin .
gilo contenido por los segmentos.

Sea la linea recta 4B cortada al azar en C; digo qﬁe el i":
cuadrado sobre 4B es igual a los cuadrados sobre AC, CBf

y dos veces el rectdngulo contenido por AC, CB.

En el cuadrado 4DER construido sobre AB unimos BD;I‘.‘:'E-

a partir de C sea CF la paralela trazada bien 2 4D, bien a EB,-
y a partir de G sea HK la paralela trazada a 4B o a DE.

Entonces, como CF es palalelo a 4D, y BD los corta a am- :
bos, el dngulo exterior CGB es igual al 4ngulo interior y}.
¥

ya que el lado B4 también es igual a AD; por lo tanto, ¢ |

opuesto ADB. Pero el éngulo ADB es igual al ingulo 4BD,

A Cc B
H G K
D : £

dngulo CGB es también igual al 4ngulo GBC, ya que también el :

lado BC es igual al lado CG. Pero CB es igual a GK, y CG }

a KB: luego GK también es igual a KB; por consiguient, -
CGKB es equildtero.

Digo ahora que también es de dngulos rectos. Porque, como
CG es paralelo a BK, los dngulos KBC, GCD son iguales a |
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dos dngulos rectos. Pero el dngulo KBC es recto: lvego el

~4ngulo BCG es también recto, por lo que los dngulos opuestos
CGK, GKB también son rectos.

Por consiguiente, CGKB es de 4dngulos rectos ; y se ha pro-
bado también que es equilitero; luego es un cuadrado: y estd
construido sobre CD. '

Por la misma razén HF es también un cuadrado, y esta
construido sobre HG, es decir, AC.

Luego los cuadrados HF, KC son los cuadrados sobre
AC, CB.

Ahora, como AG es igual a GE, y AG es el rectdngulo AC,

CB, porque GC es igual a CB, entonces GE es también igual
al rectdngulo AC, CB.

Por consiguiente, AG, GE es igual a dos veces el rectan-
gulo AC, CB.

Pero los cuadrados HF, CK son también los cuadrados so-
bre AC, CB; por lo tanto, las cuatro figuras HF, CK, AG, GE
son iguales a los cuadrados sobre AC, CB y dos veces el rec-
tingulo contenido por 4C, CB.

Pero HF, CK, AG, GE hacen el total ADEB, que es el cua-
drado sobre AB.

Por consiguiente, el cuadrado sobre 4B es igual a los cua-
drados sobre AC, CB y dos veces el rectingulo contenido por
AC, CB. Luego, etc. :

Q.E.D.

Por este procedimiento, base de muchos de los términos que

todavia hoy se utilizan, los griegos llegaron a resolver problemas

' de cardcter algebraico de segundo grado. Y aiin més, en ARQUIME-
DES —auténtico virtuoso de este lenguaje— se puede encontrar el
cilculo del centro de gravedad del trapecio parabélico, ligando el
segmento desconocido ¢ con los segmentos conocidos a, b, de tal
forma que la razén (@-—¢) : (¢ — b} es igual a la razén entre dos
gmentos cuya expresion algebraica actual es, respectivamente,

35Yb+ 6bVa+ 4aVb+2e Va
bV +10 Va+ 10a Vb + 5a Va

-z
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2. ESTILO POETICO

. Al hablar de la necesidad del signo propiamente mateméti
me permiti citar las tercetas de TARTAGLIA acerca de la resolucio
de la ecuacién de tercer grado. Aunque escrito en fercetas, el texto
no puede ser considerado como una bella pieza poética. Igualmen:
te, podian citarse pasajes —hasta libros enteros— escritos en vers
y versando acerca de las Ciencias Exactas. Asi, el poema astrondm
co-matematico de GaBRIEL CiSscAR?, que ni es libro de poesia, mi
libro de astronomia, sino hibrido reliquia de un gusto algo extrafi
revestido de la consideracién de didactismo. O los sonetos de GEo
GE BOOLE —como el dedicado al Niimero Tres®—, o el de EREHS-
MANN, ya en tono algo mis jocoso, dedicado a la Estructura®. Este;
tipo de escritos no entra en la categoria que denomino Estilo poé-
tico. Aqui va a ser aplicado a la Matemdtica hindy, 2 lo que de

ella nos ha llegado. Y no sélo porque las obras estén integramental i caal se expresa el astrénomo-matematico, el “cloka”, se compone

redactadas en verso, sino porque esa misma redaccién condicion:’
la propia matemaética que se va construyendo. Un poema estron
mico-matemdtico es mero pasatiempo; un Tantra hindi es un ve
dadero tratado matematico. Pero si se aplica el término “poético” al:
estilo en el cual estin redactados los tratados hindies se deben”
precisar algunos puntos.

pueden hacerse, casi obligadamente en prosa. En segundo lugar,

haber solidez en una visién de una ciencia cuando existen estudios
parciales acerca de la misma, Aqui debo reconocer mi gratitud para

* Poema fisico-astrondmico en siete cantos, 2.# ed. Madrid, 1861.

* En Rev. Mind, abril 1948.
Boole precursor de la Ldgica simbdlica. Buenos Aires, 196§, p. 11.

® Catégories et siruciures. Bd. Dunod, Parfs, 1965, pp. V y 341.

B

Reproducido en A. ASTt VERa: George:
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‘({on Justo RaMos —ya fallecido—, quien canalizé mis intentos
E-‘quf: en tal quedaron— de aprender sdnscrito y tuvo la gentileza
¥ traducir algin pasaje, para mi oscuro, de la obra de ARYABHATA.

Dos son los hechos con que se encuentra todo aquel que pre-

affide enfrentarse con la Matemdtica hindi. Por una parte, su in-

Ho enlace con la astronomia. Los pasajes estrictamente matema-
fis se encuentran como meros capitulos, los menos, de grandes
ttados astrondmicos, los tantras. No hay, al parecer, independen-
taen la materia, sierva la Matemdtica de una ciencia experimental,
imque condiciondndola fuertemente. En segundo lugar, el que dichos
iliras aparecen escritos en verso.

. Este tltimo condiciona, de modo radical, la expresién. No se
fiede olvidar que el primer gran lingiiista-gramatico conocido, re-
piador de la gramética, fuera PanIN. El juego de vocales ¥ €ODsSo-
mites impone su dominio sobre la expresién. Asi, la composicién en

fdos versos, con obligacién de que la quinta silaba sea breve. Ello
tnduce a algunos comentadores a la absoluta conviccién de que el
fnocimiento era eminentemente hablado, y la fonética prevalecia
whre el concepto. Los “glokas” o estrofas serfan, asi, meras compo-

‘Jikiones para recitado y recuerdo de los conocimientos y no verda-

‘Mras obras, escritas y planteadas bajo estos condicionantes lin-

En primer lugar, el sdnscrito es lengua de una riqueza extraor-jisticos. Ello lo desdicen los comienzos de los capitulos, cuya es-

dinaria hasta fonética, pero no asi las traducciones que de la misma’;

:
i

hofa suele ser 0 una invocacion a los dioses, o una breve noticia del

fitor, fecha, lugar, motivo por el cual se escribe. Asi, en el Gonitam,
para un espafiol, le es obligado reconocer un hecho: no existe tra-:
duccién alguna al castellano de los tratados hinddes, ni tampoco |
trabajo consistente sobre la Matemitica de este pueblo. Si ya estu- }
dios de los aportes de la Matemitica griega son escasos, los reali-’
zados respecto a la hindd, nulos. Por ello, dado que es terreno Vi
gen en la literatura castellana, pueden cometerse errores interpre. |
tativos en mayor escala que en otros terrenos; que sélo puede |

e ARYABHATA, se lee:

Habiendo rendido homenaje a Brakima, a la Tierra, a la Luna,
@ Mercurio, a Venus, al Sol, a Marte, a Jdipiter, a Saturno ya
las constelaciones,

Aryabhata expone aqui, En Pataliputra (Ciudad de las flores)
una ciencia excelente.

Por su parte, BRAHMAGUPTA, dando cuenta de si, afirmard :

En el reino de Sri Vydghamukha de la dinastia Sri Chdpa,
guinientos cincuenta afios después del Rey Sakae, Brahmagupta,
el hijo de Jishnu, a la edad de treinta, compuso el Brahmagupta
Siddhdnta, para alegria de matemdrticos y astrénomos.
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iomas logicos implicitos, ausentes de la previa enunciacién axio-
gizadora. A su vez, los matemdticos hindies, por el condicio-
e del lenguaje sélo se mueven —en el terreno geométrico—
b particular. Les basta el enunciado general, 1a construccién de
figura, aqui si de forma explicita, y, en BHASKARA, un “{Mira!”
r2 la demostracion del teorema de PITAGORAS, por ejemplo. Pero
k% lanto en ese imperativo como en la figura en los que se condensa,
frecisamente, todo el aparato demostrativo. La prolijidad de un

Si fueran meras reglas al tipo ya citado de TARTAGLIA, no tend HcLIDES queda absolutamente eliminada. No hay espacio en un
objeto el enfoque dado por los autores, sus motivaciones y el logtkiloka™ para realizar la demostracion junto al enunciado. La figura
tan esencial que prestan a su obra. i} presenta, aqui, en condicionante muy parecido a la figura en el

Sin embargo, es evidente que si en una estrofa de dos verstfuilisis realizado por WEIERTRASS, matemdtico considerado como
y con ¢l condicionamiento que imponen las rimas, se quicre dar Wfiodelo de categoria psiquica 16gica. Pero, como cuenta HADAMARD,
enunciado matemético, la expresién de este ha de resultar, por uifli figura que emplea WEIERTRASS es tal que de ella se deduce, real-
parte, muy concisa; por otra, oscura, y, finalmente, la demostrifinte, todo. Sobran palabras. Exige, en contrapartida, un mayor al-
cién que desde un enfoque cldsico griego se mostraba necesaria, ajifince del lector. Por otro lado, ciertamente la geometria estaba en
se muestra imposible. Consecuencia fundamental, la necesidad ddfiindiciones para ser modelada en arquitectura axiomditica. No asi
comentario, en prosa, pero ya desde planos distintos, realizado finimero. La necesidad de axiomatizacién en este terreno no surge
por el mismo autor, sino por autores posteriores, salvo en el ciffista bien entrado el siglo xix. Y en este terreno, poca diferencia
de BHASKARA. Y el comentario no suele ser, en general, muy afortifiiste entre el rigor griego v el rigor hindi. El matemdtico hindid
nado. En ello influye la rivalidad de las distintas escuelas — psta del mimero y del signo para representarlo. Y no sélo el ma-
ARYABHATA escribe en Pataliputra, ciudad imperial, pero en detifmatico. Ya en los poemas védicos se muestra este gusto por la de-
dencia en su época, mientras que la escuela rival se encuentra t"'li‘fiigﬂacién de mimeros grandes. Aparecen nombres para las potencias
Ujjayini, que va a convertirse en el centro de la ciencia hiﬂdf"-.'ﬂediez hasta el lngar catorce. Juegos que exigen cierta familiaridad
ARYABHATA scrd comentado por PARAMADICVARA, perteneciente P“‘ﬁ:m la Aritmética los encontramos en MAHAVIRA DE MYSORE, donde
samente a Ujjayini...—, el cambio de dialectos, el transcurso My ve que al multiplicar 14287143 por 7 se obtiene un nimero de la
tiempo, la propia oscuridad del texto a comentar con sus posibléifima 100010001, pero intercalando un 5 entre 8 y 7 en el ndmero

interpretaciones. .. Jado y multiplicando nuevamente por 7 se obtiene un nimero de
Este estilo, al impedir en él la explanacién de la demosttacion, %ihforma 1000000001,
i i i i anto df . . . . .
h‘a quendf) contraponer al e§nlo geométrico gricgo sa <u 3. Ahora bien, la propia necesidad de limitarse al enunciado de una
rigor. El rigor demostrativo griego, absoluto; no asi el hindu, ausen} s L w v .
L Jthoposicion y de su solucién en un “cloka”, motivard que el ma-

te. Naturalmente esta contraposicién depende del concepto previo} "%, . T . - <.

X ~ . » aematico hindi, al condensar, se viera constrefiido a la creacién de
que se tenga del rigor. Ya he sefialado cémo, a pesar de su arqu

. ‘s X Ny i especiales para la designacion de los nimeros. Los nom-
tectura deductiva, la Matematica griega se presenta como esencik oS signos especiales para 1 g

. . . . o . 1 g fi .
mente figural, siendo imprescindible la figura concreta para que li fes de estos, en general, no sue en’dar Ppaso a Versos per ectos F‘.l
jecho es que los matemdticos hindies, a partir de ARYABHATA, uti-

demostracién tenga lugar. Sin la figura, el rigor demostrativo taf

comentado y admirado desaparece. Pero tal condicionante obliga i an para el andlisis indeterminado —la actual teoria de mimeros—

una expresién en tres fases: enunciado general, particularizacid waciones particulares para designar las incognicas. Tal creacién,

vuelta al enunciado general o generalizacién. Y tanto la particularf™ parte de AR?ABHATA’ de_ una notacion su'rfbéhca abrewa?la, ha
arducido a algin comentarista a la afirmacion de que el sistema

zacién como la generalizacién de una proposicién se utilizan comef

Y a BHASKARA -—por citar a los tres mds grandes matemis
hindiies— se le atribuye como motivacién para componer su Lilaig]
Ia desgracia de que su hija no pueda casarse y comenzar:

Escribiré un libro con tu nombre que serd recordado en tody;
tiempo; porque un buen nombre es una segunda vida y el ¢
tablecimiento de eterna existencia,

. &
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decimal posicional es desconocido en la India. Lo cual rebate.
propio ARYABHATA cuando en su Ganitam, al dar las reglas pi
la extraccién de las raices cuadradas y cibicas, con separacién ¢
grupos de dos o de tres cifras, respectivamente, hace ligar signof]
especiales fijos para cada niimero con la posicidn especial que ot
pen. Lo cual es clara referencia al sistema decimal posicions
Pero es desde BRAHMAGUPTA cuando el empleo de los colores s
hace definitivo para designar incégnitas, mientras que BHASKAN
utiliza las letras del alfabeto como signos para las indeterminadas
revolucién que hay que volver a atribuir al Occidente siglos después:
aunque el siguiente texto de BRAHMAGUPTA es claro, cuando define of
matemético, al sabio o “acharya”, con las palabras:

Aquel que conozca el uso del método de pulverizacién, las ¢
fras, las cantidades positivas y negativas, la eliminacion dd
término medio, los simbolos y expresiones, aquel serd un mae
tro entre los sabios.

|

Meétodo de pulverizacién o “kuttaka”, cifras, simbolos y expre:
siones hacen clara referencia a la Aritmética y los primeros puntes’
del dlgebra. La primera incégnita serd designada por “yavat-taval
Las demds, por colores. ;Pudo sugerir una mala trasliteracion ds
“yav” en “sha”, en drabe, el constante empleo de “cosa”, res, etf:
el medievo para designar la cantidad desconocida? No puede ohi-f:
darse que Ar-KwaRizMI conoce los tantras de BRaHMAGUPTA, lo
traduce, casi copia. Su tratado *“al-geber y mukabala™ se apoya tanto}
en PTOLOMEO como en BRAHMAGUPTA,

Igualmente BHASKARA hari referencia al color para 1dent1f1carlu
con la incégnita. Escribird : -
yavat-tavat y los colores “negro”, “azul’, “amarillo” y “rojo"}
y otros mds, han sido elegidos por profesores venerables C;Omo '
nombres de valores de cantidades desconocidas.

Abreviando, yd, cosa, designari la primera potencia de la i mcog
nita, mientras que ydv designard su cuadrado, de ydvar-varga. Con £
Io cual una ecuacién de segundo grado que hoy se escribirfa como, L

18x* = 16x* 4 9x -+ 18

" cripcién en templo antiguo:

. bio...
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vendrd representada por las dos lineas siguicntes

yav 18 ya-ru -
yav 16 ya 19 ru 18

que quieren decir

18x* Ox 0O

16x2 9x 18 o bien 18x2 +ox + 0= ]_6x2 + 9_x + 18

Las consideraciones anteriores han pretendido mostrar cémo la
mfluencia del medio lingiiistico expresivo es uno de los factores
condicionantes del pensamiento matemdtico, en el cual no cabe la
demostracién, sino el enunciado de las reglas, obliga a condensar
treando un simbolismo pertinente, hace el texto oscuroc. Junto a
estos elementos hay, en ese mismo condicionante, otro aspecto del
estilo poético. La auténtica poesia no puede olvidar su entronque

ccon la realidad. Los matemdticos hindites no !a olvidan. Si aparecen

¢xpresiones en que se compara €l cero con las estrellas, o se compara
¢l movimiento de la Tierra alrededor de su eje con el del barquero
que cree que quien se mueve son las orillas y no su barca, también
aparecen problemas de la vida real, de la sociedad de su época.
Asi, en BHaSEARA, considerado como el mds grande poeta y sabio

. —siempre aparece como BHASKARACARYA, y KAYE recoge una ins-

“Triunfador es el ilustre BHASKARA-

| CARYA cuyos pies son reverenciados por el sabio, eminentemente sa-

. un poeta... dotado con justa fama y mérito religioso...”—,
nos dard informacién del precio de las esclavas, de su deprecia-

s cion con la edad. Y estos temas, a la vez, surgirdn en plena poesia.
| Asi, en su Lilavati —titulo que puede traducirse por La encantadora,
} La bonita— plantea problemas en términos como los siguientes :

Amable y querida Lilavati, cuyos ojos son como cervatillos,

desciframe cudles son los niimeros resultantes de 135 multiplica-
do por 12. Si tii eres diestra en multiplicacion, ya por el todo o
por las partes, ya por division o separacion de digitos, dime,
feliz muchachita, cudl es el cociente del producto cuando divi-
do por el mismo multiplicador.

Afios antes, ARyapHATA formularia algune de sus problemas en

1 los términos
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Hermosa nifia de ojos radiantes, dime, si tii has comprendid :
el método de inversién, ;cudl es el niimero gque mudtiplicad
por 3, agregdndole las 3j4 partes del producto, dividiendo por'
7'y disminuyendo en 1{3 el cociente, multiplicando por si mi:
mo, disminuyéndole en 52, extrayendo la raiz cuadrada, sumdn-
dole 8 y dividiéndole por 10, da el niimero 2?

Ejemplo de Estilo poético.

Modelo o ejemplo de este estilo, con las dificultades que ya he
seflalado respecto a una trasliteracién y traduccién fieles, podria
ponerse el Ganitam, de ARYABHATA. Treinta y tres “clokas” o pare-
jas lo componen y es el segundo capitulo del Aryabhatiyam o priv
mero de Aryashtbsata —que contiene ochocientos disticos—. De

dichas estrofas traduzco las siguientes —tras version de LEéN Roper |-

sobre Texto de 1874 publicado por KERN en Leyden *:

X. Sumad 4 a 100, multiplicad por 8, sumad nuevamente 62000,

he aqui para un didmetro de dos “ayutds™ el valor aproximado {:

de la circunferencia del circulo.

XIX a. El niimero de términos que se quiera, disminuido en 1, §
dividido por 2, aumentado (del ntimero de términos) que pre- 4
ceden, multiplicado por la razén y aumentado en el primesrd.
término, es la media; que multiplicada por el mimero elegido -

es Ia suma buscada.

XIX b. O bien se multiplica (la suma) del primero y iltimo

por la mitad del nimero de términos.

XX. El nimero de términos es (la suma) muftip].icada por ocho }
veces la razén, sumada al cuadrado del exceso de dos veces ¢l |

primer término sobre la razén; se toma la raiz cuadrada, que -
se disminuye en dos veces el primer término: se divide por la
razém, se suma 1 y se toma la mitad,

XXI a. (Siendo) 1 Ia razén v primer término de las bases (to-
mad) el nimero de términos por primero, 1 por razén, se hace -

el producto de tres (términos consecutivos), se divide por seis, |

y se tendrd el contenido de la pila.

'* “Journal Asiatique”, t. XIIl, 1879, pp. 393-434.
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XXI b. O bien, el cubo del ndmero de los términos mds uno
menos la raiz (ctibica) de ese cubo (dividido por seis).

XXII a. Bl dltimo término, éste mas uno, éste mds el nimero
de términos: del productc de estos tres nimeros tomad el
sexto, es el volumen de la pila de los cuadrados.

XXII b. El cuadrado de la pila (de los numeros simples) es
el volumen de la pila de los cubos.

XXI11. Si del cuadrado de una suma se resta la suma de los
cuadrados, la mitad del resultado es el producto de los (nime-
ros tomados como) factores.

XXIV. De un producto multiplicado por el cuadrado de 2 vy
aumentado en el cuadrado de la diferencia tomad la raiz:
agregad y restad la diferencia (tendrd, respectivamente), los
dos factores dividiendo por 2.

XXVHI. Las multiplicaciones proceden de las divisiones, las
divisiones de las multiplicaciones, lo que era beneficio se con-
vierte en pérdida, la pérdida se convierte en beneficio.

XXIX. La suma de un cierto nimero de términos restada su-
cesivamente por cada uno de esos términos (forma una suce-
sidn) que se suma totalmente; se divide por el nimero de tér-
minos menos uno, y se obtiene el valor de la suma.

XXX. Por la diferencia entre “gulikas” —objetos-— divide la
diferencia de las rupias que poseen dos personas: el cociente es
el valor de un “gulika” si las fortunas son iguales.

XXXI1. Dividiendo en marcha opuesta la distancia por la suma
de las velocidades; en marcha acorde, la distancia por su dife-
rencia, los dos cocientes son los tiempos de encuentro de los
dos (moéviles) en el pasado o en el futuro.

HXXI-XXXIII. Dividid el denominadosr del valor provisional
mayor por ¢l denominador del valor mas pequefio; los restos
se dividen uno al otro sucesivamente (y los cocientes se sitdan
uno debajo del otro): se toma un factor arbitrario, y se le agre-
ga la diferencia de los valores provisionales. Se multiplica el
inferior por el superior (inmediato) y se agrega el iiltimo (y asi
sucesivamente) ; se termina por el denominador del menor va-
lor provisional: el resto multiplicado por el denominador del
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mayor (es la parte) que se agrega al mayor de los valores p
visionales para tener el valor conveniente en los dos denomins-
dores (a la vez).

El “cloka™ X nos da el valor aproximado de =. Hechas las ope-
62832

——— = 3,1416. En otros lugares, ARVABHATA
20000

utiliza 22/7 como tal aproximacién. El primero es atribuido por
los matemdticos drabes, como AL-KwaRIZMI, a invencién hindi:
El segundo es el mds cominmente empleado por ARQUIMEDES
A partir del “cloka” XIX, ¢l tema se convierte en el de progresiones
La primera regla, a), da la suma de los # términos empezando po
uno cualquiera a,. Si el ndmero de términos es n la férmula g

raciones se obtiene

n-1 :
das={( + p)r + a,] n. La segunda, hace comenzar la proge-§
2 ¥
n-1 {
sién en el primer término y es la bien conocida § = {—r + a,| 1]
2 I

El XX da la f6rmula del nimero de términos en funcién de losf‘ :
restantes elementos de la progresién a partir de la XXI a). Lo que}
conduce a una ecuacion de segundo grado cuya resolucién permite |

— 2+ VS 8 +Ca—rr ||

enunciar la regla XX: n =

+1
’

Los “clokas” siguientes tratan de los miimeros ‘que a partir del
siglo xviI se van a denominar “ntimeros de Bernoulli”. La XXI g |
no es mas que el resultado de la suma de los n primeros nvimeros |
llamados clasicamente piramidales. La XXII b) nos indica que S = |

n{n+1D2r+1)

6

regla de inversién hindi. En este punto, el comentador de ARYABHATA |

plantea un problema en los términos siguientes:

iCudl es el ndmero que muliiplicado por 3, dividido por S, i

sumado 6, extraida la raiz cuadrada, restado 1, elevado al cus-
drado da como resultado 47 :

= y que (Zn) = X% Ei XXVIII es la famos |
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El procedimiento consiste en realizar el camino opuesto al plantea-
do, obteniéndose para dicho numero el valor 5.

Muy concisa, pero muy general, es la regla dada en el XXX:
resolucién de una ecuacién de primer grado en una incégnita. Las
dos 1iltimas, reunidas en una sola regla en la traduccién, dan el
método llamado de Euler para la resolucién de un sistema de dos
eczaciones con dos incdgnitas diofdntico.

3. ESTILO COSICO

En el Renacimiento, el enfoque matemdético va a ser, fundamen-
talmente, de cardcter aritmético y no espacial. La capacidad abstrac-
tiva hindd, numeral esencialmente, ejerce su influencia sobre el
razonar de los algebristas italianos y alemanes de modo notable.
3¢ pasa a la elaboracidon de un dlgebra de tipo aritmético y no es-

" trictamente espacial. Pero bajo la influencia griega, principalmente
" euclidea y arquimediana, la terminologia continda siendo en gran

medida espacial. Ello da lugar a un renacimiento de la mistica nu-
mérica, cuyo reflejo se puede encontrar en la Divina Proporcion,
de L.uca PacIoLl, quien con esta obra y con la Summa arithmeticae,
va a dar culmen a toda la obra aritmético-algebraica realizada hasta
finales del siglo xv.

Junto al renacer mistico-pitagérico numérico y el originado en
la geometria en cuanto a la proporcidn durea ——apoyado en que son
los artistas, principalmente, los ocupados a la vez en cuestiones
matemdticas y de ingenieria— se encuentra un lenguaje ciertamente
desconcertante, y muy oscuro. En cuanto a la estructura expositiva
0o se sigue el esquema griego de fijar en primer lugar las defini-
ciones de los términos a utilizar, a continuacién las hipétesis que se
postulan e inmediatamente las proposiciones o teoremas a demos-
trar, con sus divisiones formales que comienzan en el enunciado
y terminan en la conclusion. En cuanto a los términos se mantienen
algunos clisicos, como los de “cuadrado™ o “cubo”, pero a caballo
entre su sentido geométrico espacial y su puro sentido algebraico de
producto de un mimero por si mismo dos o tres veces, respectiva-
mente, Se buscan abreviaturas para las nuevas relaciones y con-
ceptos, entre los cuales aparece el papel de la variable independiente
con un sentido ya pricticamente algebraico, aunque se la repre-
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sente por cose, bajo la influencia todavia del caso concreto, del
problema de la vida ordinaria, aritmético, ¥ que provoca que .
los algebristas se les denomine cosistas. :

En el Capitulo IV del primer tratado de su Divina Proporcion,:
Luca PacioLl da una justificacién de esta biisqueda y empleo de-
un simbolismo abreviador adecuado, que algunos siglos después
se ha reformulado considerdndola enteramente original. Luca Pacio:
LI se expresa en los términos siguientes:

Usaremos, ademds, muchos varios caracteres ¥ abreviaturas que
en tales facultades se acostumbra wsar, mdxime para nosotros,
tal como se requiere también en .todas las demds. Y asi la

medicina usa los suyos para.escripulos, onzas, dracmas y ma i}

nipulos; los plateros y joyeros para granos, dineros y quilates,

los astrdlogos los suyos para lipiter, Mercurio, Saturro, Sol,
Luna, y asi los orros usan los suyos. Y los mercaderes, para

liras, sueldos, gruesas y dineros, los usan también por brevedad,

Y esto sdlo para evitar la prolijidad de la escritura y también §
de la lectura, pues de otro modo se lenaria de tinta mucho

papel. De modo parecido, nosotros también en las matemd-

ticas, para el digebra, es decir, prdctica especulativa, usamos
otros gue significan cosa, censo y cubo, y los demds términos,
como se ve en nuestra citada obra. También en este tratado ')
usaremos algunos de ellos, y son los que hemos puesto en lz

tabla al comienzo. Asimismo, estos nombres: multiplicacitn,
producto y rectdngulo significan la misma cosa; y también
éstos: cuadrado de una cantidad y potencia de alguna cantidad
son la misma cosa... Es conveniente, pues, que estas cosas se
tengan en cuenta en el curso de nuestra obra, para que no haya
equivocos sobre el sentido de las palabras™.

Si el aparente afdn es meramente abreviador, el resultado para la |

expresion de la obra matemdtica cs lamentable. El estilo que re-

sulta de esta mezcla de términos y de sus distintas posibles interpre- '

taciones es algo mas barbaro y desconcertante que el de los griegos
al que pretenden seguir encadenando las proposiciones bajo una cas-
cada de Proposiciones y Teoremas. Y ello, ademads, acentuado pot-
que se comienza a escribir en lengua romance y no en latin, y hay
que mezclar términos del lenguaje romance con términos y abre-

* Ed. Losada, Buenos Aires, 1946, con prélogo de ALDo MIELI vy traduc-
cion de la edicion de 1509 de Ricardo RESTa.
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viaturas latinas y griegas, al carecer de terminologia va establecida
€n romance,

Del propic Luca PacioLl, de su Divina Proporcidn, dirigida a un
mis amplio piblico que su Swmma, a los artistas esencialmente,
pueden tomarse dos breves fragmentos. En el Capitulo XXIX, “De
la construccién y formacidn del cuerpo llamado icosaedro™, se
puede leer:

Entonces, puesto que el cuadrado de gn es, por la tercera del
decimotercero, quintuplo-del cuadrado de gm, el cuadrado de pn
serd también, por la decimoguinta del quinto, quintuplo del
cuadrado de Im, pues, por la cuarta del segundo, el cuadrado
de pn es cuadruplo del cuadrado de gn, y también el cuadrado
de Im es cuddruplo del cuadrado de gm, por la misma. Y el
cuddruplo es al cuddruplo como el simple es al simple, segiin
afirma la decimoquinta del quinto...

Las expresiones como “por la tercera del decimotercero™ y sus
equivalentes, que enladrillan el texto citado, quieren decir “por la
tercera conclusién del Libro X1I de los Elementos, de EUCLIDES”,
que se supone —segin el texto anteriormente transcrito, y casi todos
los demds— que el lector tiene a la vista a la vez que el anterior
o bien se lo ha aprendido de memoria, incluidos los ladillos y su
orden. Las citas que realiza PacioL1 de esta obra euclidea —conver-
tida en el texto base de toda formacién matemdtica— corresponden
ademds a la edicién del texto latino de Campano, Venecia 1482

El segundo ejemplo del texio pertenece al Tercer Tratado de
la misma obra, que corresponde, en realidad, a ia traduccién romance
del Libellus, de PiEro DELLA FRANCESCA, recopilacion de problemas
de cardcter geométrico. El Caso 18 establece:

Si cuatro lados de un cuadrado equildtero son iguales a 29
de su superficie, hallar la cantidad de los lados. Th tienes
que 2/9 de censo es igual a cuatro cosas; divide 18 cosas por 1
v da 18, que es la cosa correspondiente a un lado del cuadrado;
multiplica esto por si mismo y da 324. Los 2/9 de 324 equivalen
a 72, es decir, a los cuatro lados, pues, siendo cada lado igual
a 18, multiplica 4 por 18 y da 72, que es 2/9 de 324.
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Textos de matemdticos posteriores abreviaran ya radicalmente-,
la escritura, con lo cual aparecerdn notaciones del tipo

ICm4Zp3Rm6
para indicar lo que hoy he escribe
X—A4x 4+ 3x—6

donde R indica la cosa o raiz; Z el cuadrado de la cosa O zensus
census; C el cubo de la cosa o cubus; etc.; p y m son los signos .
para indicar las operaciones de suma y rtesta, de plus y minus
Avanzando en el sentido operacional del signo artificial, Vit
con su logistica speciosa, escribird

Bin A BinA—PBin H

+ aequalis B
D F

como equivalente a la expresién actual

ax
——
b d

ax ~—ac

0 también

A cubus B in A guad. 34 in B quad. 3B cubo aequalis A + B cubo

que no es otra cosa que el cubo de un binomio

@ + 3a@x + 3ax* + x* = (a + xp

Expresién mezcla de abreviatura de términos latinos, aunque se

escriba en romance, y signo propio abreviador, m4s cercana a }

nuestra concepcidn actual de la expresién algebraica, carece, sin
embargo, de sistematizacién alguna en su empleo. Conceptos alge-
braicos que se van depurando, carecen de notacién adecuada que
no impide, ciertamente, el avance de la Matemitica, pero que exige,
ya, para este definitivo avance, una sistematizacién completa y
universal, s6lo posible mediante un cambio radical en la concep-
tuacion de la Matemadtica, convertida, realmente, en otra disciplina,
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4. ESTILO ALGEBRAICO-CARTESIANO

DESCARTES Y LA MATEMATICA.

“fluencia cosica.

Al comenzar su auténtica preocupacién por la Matemdtica, DEs-
RTES, como no podia ser de otra forma, hace uso de las nota-
nes y terminologia cdsicas, bajo el influjo de CrisTé6FORO CLAVIO,
yos textos estudio en el colegio de La Fléche. Asi, en carta a BECK-

NN, de 26 de marzo de 1619, observamos esa influencia, tanto en

tacién cdsica como en el enfoque algebraico; pero, a la vez,

i intento por librarse o superar ambos aspectos. Es notable ob-
wrvar [a clasificacién tan complicada —aunque DEscarTES busca
k completa simplificacién y unificacién de todos los casos, como

dica claramente en esta misma carta al hablar de la Matemdtica

miversal, de su ciencia general, con recuerdos del Ars brevis, de

L10, editado en 1481, pero sin la charlataneria que atribuye a

uta obra— de las ecuaciones ciibicas. Tras referirse a que ha en-
fwntrado cuatro nuevas demostraciones gracias a un compds de su
Jivencién, se puede leer:

Las otras tres se refieren a tres géneros de ecuaciones cibicas:
el primero, entre niimero absoluto, raices y cubos; el segundo,
entre numero absoluto, cuadrados y cubos; el tercero, en fin,
entre nimero absoluto, raices, cuadrados y cubos. Para esos
tres géneros de ecuaciones he encontrado ires demostraciones,
de la gue cada una debe extenderse a los términos variados a
causa de la variedad de los signos + vy —. No he acabado ain
la discusion de todos ; pero, a mi parecer, lo que he encontrado
para los unos, lo aplicaré fdcilmente a los otros. Y, por ese
medio, se podrdn resolver cuatro veces mds cuestiones y mucho
mds dificiles, que por el dlgebra comun. Cuento, en efecto,
itrece especies diferentes de ecuaciones cibicas, mientras qite
no hay mis que tres para las ecuaciones comunes: a saber,
entre 12 y OH + ON, o OH—ON, o, en fin, ON — QH.
Y ya busco otra cosa para la extraccion de las raices compuestas
al mismo tiempo de varias denominaciones diferentes. Si lo en-
cuentro, asi lo espero, pondré enteramente en orden esta ciencia,
siempre que pueda vencer mi pereza natural.. .

| » Todas las citas de DESCARTES, de Oeuvres philosophigues, ed. Garpier,
faris, 1963.
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Las tres ecuaciones ciibicas a que hace referencia DESCARTES
teniendo en cuenta los signos + y — y considerando «, b, ¢, com
pardmetros, no son otras que las tres siguientes:

taztx=x
ta+ b=
tartbxtcext=x

De aqui que, combinando dichos signos + y —, aparezcan diecisél

casos. Pero como a principios del siglo xvi los nimeros complejos’

no tenian adn carta de cindadania en la Matemdtica, se considera
ban como eccuaciones imposibles aquellas que carecian de raf
real, Y estdn en este caso, y por cllo el caricter de imposibles y s
exclusién obligada, las '

—a—bx=x
—g—bx*=x
—a—bx—ext=x*

quedando de esta forma las trece indicadas en el texto cartesiano.

Formas que suelen estudiarse actualmente de modo global en I
ecuacion de tercer grado y no como “especies diferentes de ecva-

ciones’

grado, que DESCARTES considera como de tres especies y que, en
signos actuales, son

X¥=ax+ b
X=ax—>b
R=—ax+ b
el cuarto caso, x* = —ax — b, también es imposible.

cantidad cualquiera, pere siempre conocida.

Critica al andlisis geoméirico y al dlgebra especiosa.

El empleo de esta notacién y terminologia cdsicas es breve. |
A DEsSCARTES no le interesa la Matemdtica por la Matemdtica mis- |
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ma. Busca en ella, como antes PLATGN, como en su misma época
Pascar, como poco después LEIBNIZ, como después la Logica sim-
bélica, un modelo del razonar. Y como tal modelo, DESCARTES
inquiere por las notas esenciales o caracteristicas de la Matemdtica,
ates que dedicarse a desarrollarla como tal disciplina. Pero es en
wta bisqueda, precisamente, en la cual realiza dos de sus mayores
aportes a la disciplina: crear la Geometria Analitica, unificadora

fanto de las notaciones como del método de las dos ramas clésicas,

Aritmética y Geometria; crear una sistematizacién rigurosa de las

wtaciones o simbolos algebraicos. Y, con ello, dar paso a los con-
¢eptos clave de toda la “nueva” Matemitica, conceptos en torno a
s cuales va a girar, junto al de limite, la Matemdtica desde el

{VII hasta los primeros afios de nuestro siglo. Conceptos que no
son otros que los de funcién, variables y constantes, aunque cl

mmino “funcién” sea de LEIBNIZ, acufiado cincuenta afios después

de publicarse La Geometria, en 1637.

DESCARTES, para esta labor, parie de una critica tanto de las

materias consideradas cldsicas de la Matemdtica, como de los culii-

vadores de la misma. Y ello desde su primera obra seria, Regulae
d directionem ingenii que, aunque péstuma ¢ inacabada, es, sin

¢ “Jembargo, el esquema de todos sus méximos apories posteriores,
. En cuanto a las “ecuaciones comunes” son las de segundo:'En esta obra, junto al Discurso del Método, su ensayo La Geometria
1 ysus cartas, es donde DESCARTES realiza su construccién matematica.

1 De aqui que las considere en un muy primer plano.

En cuanto a su critica, y a su desprecio respecto a la obra

{aritmética y geométrica de sus inmediatos predecesores, por su
|dara conciencia de que hacian obra enteramente distinta a la
1 Matematica naciente, como si se tratara de dos disciplinas distintas,
. " 1wmo ocurrfa en realidad, podria establecerse un paralelismo entre
En cuanto a la notacién cdsica, se observa c¢dmo DESCARTES j s Reglas y el Discurso. Asi, en la Regla IV, afirma:
mantiene el signo Z para el cuadrado, H designa la raiz, mientras }

que N es el signo apto para representar al niimero simple y absoluto. |

A estos signos procedentes de CLAVIUS, agrega O para indicar una }

Cuando comencé a aplicarme al estudio de las disciplinas ma-
temdticas, lei uno iras otro a la mayor parte de lo que la tra-
dicidn corriente nos ha legado procedente de quienes son auto-
ridad en esas materias, y cultivé, sobre todo, la aritmética y la
geometria... Pero ni para la una ni para la otra consegui dar
con ningiin autor capaz de satisfacerme plenamente... Es que en
verdad nada es mds vano que ocuparse de niimeros abstractos
y de figuras imaginarias, hasta el extremo de querer contentarse
en conocer parecidas bagatelas; nada es mds vano que apli-
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carse a esas demostraciones superficiales, que se encuentran
mds frecuentemente por azar que por savoir faire, ¥y que son
fuente de los ojos y de la imaginacion mds que del entendi-
miento, hasta el extremo de desacostumbrarse de alguna ma-
nera en el uso de la razén; y al mismo tiempo, nada es mds
complicado que poner en claro, por tal método de demostracion,
las dificultades nuevas que se esconden bajo la alineacién con- '
fusa de los niimeros. ;

Las Reglas fueron escritas hacia 1628. El Discurso del Método, ¥

publicado en 1637, retoma la postura anterior. En la Segunda parte,
DESCARTES precisa :

cion; y se estd de tal forma sometido, en la ultima, a ciertos

reglas y ciertas cifras, que se ha hecho un arte confuso y osctiro, '}‘?!'h"ecesidad del signo escrito y de la figura simbélica

que embaraza al espiritu, en lugar de una ciencia quie lo cultive.

La solucién, para DESCARTES, se encuentra en considerar unma
nueva disciplina, ia Matemdtica universal, que comprenda y supere”

las partes anteriores.

Equivocidad del término de cardcter figural.

fipuras del dlgebra geométrica —dque era sustancial al desarrolle

geomctrico griego— y de las reglas y cifras del dlgebra, DESCARTES i

14 TH 4 M L.} 13 kL) [13 4,13 [13 B . : . . o " X
tamblin “crmcal I:;‘)s. termmos”clasxco_s como “cosa’, “ralz”, U2 Ympleo del 5igno escrito y de la figura simbélica son varios. Parte
drado”, “cubo”, “bicuadrado”..., por la equivocidad que entrafian

por la representacidn espacial concreta que los acompafia, cuando |

de hecho son empleados para designar relaciones de orden muy
diferente.

Esos nombres me han equivocado a mi mismo, lo reconozco, -
durante largo tiempo: porque me parecia que nada mds claro, |
tras la linea y el cuadrado, podia proponerse a mi imaginacion
que el cubo y las otras figuras construidas a imagen de aqué- |
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llas; incluso me servi de ellas para resolver mds de una dificul-
tad. Pero tras muchas experiencias, acabé por darme cuento
de que con esta manera de representarme las cosas, no habia
descubierto absolutamente nady que ho hubiese podido reco-
nocer sin ella con mucha mayor facilidad y distincidén; y que
€S necesario rechazar completamente los términos de este gé-

nero bajo pena de hacer confusa la representacion... (Regla
XVID).

De esta forma DEeSCARTES rechaza la interpretacion estrictamen-
espacial, concreta e intuitiva, en beneficio de upa interpretacion
§ puramenie abstracta, no figural. De ésta admite, casi Gnica-

- . . Fne e, la li
En cuanto al andlisis de los antiguos y el digebra de los mo- | nie, Ia linea recta

dernos, ademds de que no se extienden mdr que a materias muy |
abstractas, y que no parecen de utilidad alguna, la primera estf
siempre tan restringida a la consideracion de las figuras, que no -
puede ejercitar el entendimiento sin fatigar mucho la imaging- 3

a causa de que no encontraba nada mds simple, ni que pudiese
representar mds distintamente a mi imaginacion ¥ a mis sen-
tidos (Disc. Mét. 2.* parte).

Ahora bien, ello no indica en modo alguno que DESCARTES
tchace el empleo del signo ni de la propia figura, Rechaza su mal
tpleo y las equivocidades que pueden implicar, al usar términos

‘tueptados en el lenguaje ordinario con una carga connotacional de-

ftminada. Para superar este “mal empleo” y “equivoco™ es preciso
Juillizar el signo escrito, artificial ; pero ello implica que ja Matema-

fica abandona su cardcter fonético, de lenguaje oral, en busqueda
Y si la critica anterior va dirigida, fundamentalmente, contra las’

it un lenguaje univoco, de fronteras nitidas respecto a otros tipos
{is lenguajes.

Los motivos, las justificaciones que da DESCARTES para este

il hecho de que para el conocimiento de las cosas el hombre posee
matro facultades: entendimiento, imaginacién, sentidos, memoria.
jla primera facultad es, realmente, la mas digna.

El entendimiento solo, es verdad,

tiene el poder de percibir
la realidad (Regla XII).

fm embargo, es necesario ayudarle con el empleo de las tres facul-
[ndes restantes. De aqui el empleo de figuras lo mds esquematicas
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y simples posibles para beneficio de la imaginacién y los sentidos
Con ello se logrard facilitar la distincién que ha de realizar el e
tendimiento, ya que '

los recursos humanos no sabrian encontrar nada mds simpl
para poner en luz todas las diferencias de razones (Regla XIV)

Figuras que deben representar tanto las magnitudes continuas com
las discontinuas. Es razdén, pues, de ayuda de la imaginacién y d
los sentidos a la razén mediante la extensién concreta e imaginabl
aunque esquematica. Co

Por otro lado, el signo escrito supone una ayuda a la memori
con lo cual no es preciso recargar a ésta, y el espiritu queda lib
para “las ideas presentes”. Pero estos signos han de ser “muy cod
cisos” para poder recorrerlos muy rdpidamente, en movimiento
intuicién simultdnea. Y adin mads, se logra aligerar la redaccién, b
ciéndola no sélo mas breve, sino mas precisa, mds rigurosa.

4

e

no solamente haremos la economia de un gran niimero de p+j

labras, sino también, y es lo principal, haremos manifiestos )
términos de la dificultad bajo una forma tan pura y tan dey

pojada que, sin que haya omitido nada util, no se encomrard:‘- 5‘
11 convenio notacional.

rada superfluo... (Regla XVI).

Y gracias a los signos escritos, muy concisos, arbitrarios, y a las fi-d

guras o mds bien esquemas, DESCARTES cree poder unificar la Afityacién puramente cuantitativa en el sentido de que se toman, de las

mética y la Geometria, ya que

por ese medio, tomaria todo lo mejor del andlisis geométricr]
v del dlgebra, y corregiria todos los defectos de cada uno cox|
ayuda del otro (Disc. Mét. 2.* parte). ;

¥

El resultado es, en manos de DESCARTES precisamente, la creacidn}
de la geometria analitica, ya que el nimero o cantidad discontinui}
se representa por la livea recta o cantidad continua, y sobre étf
se efectiian las operaciones de la aritmética como sumar, restat]
multiplicar, dividir, extraccién de raices, etc., todo ello a bast]
siempre, de lineas rectas. Y ello porque en la critica realizada sobreg,
los términos clésicos, le permite pasar a una consideracién estricts
mente algebrizada. TARTAGLIA, por ¢jemplo, sostenia que era impres-§.
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indible ¢l empleo de términos distintos segin la magnitud que se
tuviera considerando en el producto: multiplicarse, ducere, ya para
imeros, ya para magnitudes geométricas, respectivamente, por
‘wnsiderar ambas operaciones como radicalmente distintas; y and-
‘pgamente para la divisién, donde se utilizarian partire, misurare,
ra niimeros, para magnitudes geométricas, respectivamente. To-
via VIETA seguia pensando que la ciencia de los mimeros y la de
magnitudes geométricas eran distintas aunque sus reglas fueran,
ocasiones, paralelas. DESCARTES, al partir de la linea recta, la
nsidera tanto una magnitud geométrica comtinua como una me-
da numérica. La clave se encuentra en dque ¢l producto de dos
lneas, la potencia cualquiera de una linea, por esta unidad concep-
al, sigue siendo una linea recta y no pasa a convertirse en magoitud
ima o espacial. Con ello “cnadrado” o ““cubo” no indicardn ya
fagnitudes planas o espaciales, sino sencillamente la segunda o la
rcera potencia de un nimero. Y asignando a cada una de estas
'neas con una letra o una cifra, las operaciones aritméticas quedan
'icluidas en los terremos estrictamente algebraicos.

ALGEBRA.

Hay que observar que la representacién lineal implica una esti-

Ylineas rectas, las medidas de sus longitudes, y, por lo tanto, no da
‘Jlugar a representacién funcional mediante curvas. Ya he sefialado

ue ello es la clave para ¢l paso a la escritura algebraica. Escritura
'jue DESCARTES indica en las Reglas, tras sefialar el paso del proceso

Jo método algebraico frente al aritmético,

todo lo que es necesario considerar como uno para llegar a re-
solver una dificultad, lo designaremos por un signo tinico, que
se puede hacer como se quiera. Para mayor facilidad, sin em-
bargo, utilizaremos las letras a, b, c, etc., para expresar las
magnitudes ya conocidas, y las letras A, B, C, etc., para las
incognitas; las haremos preceder frecuentemente de los signos
numéricos 1, 2, 3, 4, etc., para expresar su multiplicidad, y les
agregaremos también el niimero de las relaciones que se deberd
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comprender en ellos: por ejemplo, si yo escribo 2a%, serd conig
si yo dijese: el doble de la magnitud designada por la letraa
y conteniendo tres relaciones (Regla XVI).

Hay que observar que el signo que representa a la incgnit
“se puede hacer como se quiera”, es decir, es un signo artifimal)
enteramente arbitrario y no abreviador. Ello implica que el sign
no va a ser considerado como imagen del concepto, refiejo de é
—v de aqui, o quizd por ello, el rechazo de DEScARTES de los téf
minos ambiguos “cuadrado”, “cubo”...—, sino mera apoyatura opt:
racional para captar dicho concepto. De esta forma, DESCARTES]
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ical, cada autor elegiria el signo que le fuera mas apetecible, pro-
yocando un caos interpretativo o de lectura y la consideracién de
e la Matematica era una auténtica selva ideografica. Con el con-
¥enio anterior se logran, por ello, dos objetivos: En primer lugar,
thorrar tiempo y espacio para la explicacién y comprension de
wdles son los signos empleados por cada autor para representar
i cantidades conocidas y las desconocidas. En segundo lugar,
taliza una uniformizacién notacional que entrafia economia del pen-
amiento y provoca una difusion mayor y més ripida de las ma-
terias tratadas.

se sitiia en un plano cercano al querido por PLaTAN. Cercano y md’

idéntico ya que para éste ultimo el objeto fundamental de la Mate.§

mdtica estriba en la captacidon de conceptos, de formas pertenecien
a un mundo eidético separado del mundo mental y sélo aprehe
sible mediante un esfuerzo intuitivo-discursivo: mientras que par;
DEscaRTES la Matemitica consiste en la captacién de relacion
entre dichos conceptos, aprehensibles por el entendimiento human

sin recurrir a elemento trascendente alguno. Refiriéndose a lus-

matematicas ;

..aunque sus objetos sean diferentes, no por eso dejan dé;
e.star todas de acuerdo en no considerar otra cosa que lﬂs

diversas relaciones ¢ proporciones que en ellas se encuentran.,,
(Disc, Mét.).

de la importancia que el signo operacional, la notacién no césica;:
posee para DESCARTES, para la Matemdtica que surge en estos mo-
mentos, como ave Fénix sobre las cenizas de la Matemdtica anterior;’
estructurada de modo radicalmente diferente.

cido se perfecciona en La Geometria, donde en lugar de designar
por A, B, C...,
VIETA— se admiten los signos x, v, z..., para Ja misma funcién:’
es decir, las Gltimas letras del a]fabeto representaran siempre, las!
cantidades desconocidas. El convenio cartesiano todavia se mag;
tiene en la actualidad. Y es importante porque, a pesar de la ar
bitrariedad en la eleccién de signos, conviene adoptar un criterio’
unificador. La arbitrariedad electiva se¢ mantiene, pero si fuera ra-

jlis potencias de una variable;

las cantidades incégnitas —como también hacia §

Representacion exponencial.

Signiendo en la linea simplificadora en cuanto a los signos, se
tede observar la representacién exponencial. para las potencias

yie una misma cantidad. No sélo abrevia las expresiones, como en el

@80 x-x-Xx-x-Xx-x= X, y permite operar con potencias de ex-
pnente cualquiera, totalmente generalizado, como al escribir x*,
Jiino que permite demostraciones rdpidas y elegantes en otras ramas

-*'de la Matematica. Por ejemplo, en la teoria de logaritmos creada

por JouN NAPIER, v perfeccionada por HENRY BRIGGS. Gracias a la

jiotacion exponencial pueden demostrarse las propiedades esenciales
e los logaritmos “en dos lineas” -—como las que establecen que ¢l
_i Ibgaritmo de un producto (cociente) es la suma (diferencia) de los
Jlgaritmos de cada factor—.

Es un salto importante, consecuencia —o motivo— precisaments{

También en la divisibilidad de polinomios en una indeterminada,

dimposible de plantearse siquiera sin una notacidn coherente para

y asi, no se cncuentra hasta el si-

dtlo xvir el proceso de la divisién euclidea de polinomios, ni el
Hedlculo del maximo comtin divisor de polinomios...

Igualmente debe sefialarse que el convenio iltimamente estable- |

Transposicion de términos: clasificacion de ecuaciones.

DEscarTEs tiene el mérito de ser el iniciador de la costumbre
{e transponer todos los términos de una ecuacién a un mismo miem-
{bro. Frente a los ejemplos que él mismo daba en la carta a BECK-
JHANN, que he citado, Ja transposicién de términos hace que se repre-

Jente una ecuacidén ciibica, por ejemplo, en la forma

ax*+ bx*+ex+d=10
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Ello presenta una muy clara ventaja, 8i bien es cierto que las ecu
ciones

3¢—1=0 X—3x+2=0

son diferentes en cuanto a coeficientes y términos, esas diferencias
son secundarias respecto a una nota mas esencial: la de ser ambas
del mismo grado, de segundo. Y, por ello, las soluciones a las dos
ecuaciones, aunque en la forma particular diferentes, se obtienen por
un mismo método, general, vilido para todas las ecuaciones de
segundo grado. Con lo cual, la diferencia bdsica entre las ecuacio-
aies va a estar no en la forma particular, sino en el grado que tengen.
Y ello es actualmente tan conocido que incluso un alumno de be
chillerato sabe “por experiencia” que es muy distinto resolver um
ecuacién de primer grado que una de segundo, y que no hay dife-
rencia alguna en el método entre dos ecuaciones diferentes del

mismo grado. Pero, para esta conviccién, el primer paso consiste en -

llevar todos los términos a un mismo miembro y simplificar, con -

lo cual se sabe automaticamente de qué grado es, y podremos apl- §
car, de un modo ya estrictamente mecdnico, la resolvente que co-
rresponde a cada tipo de grado. De esta forma se simplifica enor--f'"”
memente la clasificacién querida por DESCARTES en la .carta antes §
citada a BECKMANN, ya que las ecuaciones no se distinguirin mis §

que por su grado y no por sus particularidades o “especies”.

Un ejemplo del estilo algebraico-cartesiano.

Desde el aspecto notacional la obra cartesiana es de trascenden-
cia enorme, llegando a componer, en la tercera parte de La Ges-

melrig, un texto muy parecido a uno moderno de dlgebra. Sélo en |

la escritura de la segunda potencia se mantiene la notacién cldsica
quizd por no ser abreviadora respecto a la notacién de exponentes -

e imponer su facilidad de imprenta la repeticién del signo. Como }

ejemplo del estilo cartesiano tomo un pasaje breve de este Libro -

Tercero de La Geometria, asi como sus palabras finales en est: |

ensayo, palabras de un cierto orgullo y que muestran su desinterés, |
quizd, por la Matemdtica estricta.

LOS ESTILOS 89

De la naturaleza de las ecuaciones.

Luego, a fin de que yo pueda dar aqui algunas reglas para
subsanar una y otra de estas faltas, es necesario que diga alguna
cosa en general de la naturaleza de las ecuaciones; es decir,
de las sumas compuestas de varios términos, en parte cono-
cidos y en parte desconocidos, y en que los unos son iguales
a los otros; o mejor, que, considerados en conjunto, son iguales
a cero; pues este serd a menudo el mejor modo de considerarlas.

Cudntas raices puede haber en cada ecuacion.

Sépase, pues, que en cada ecuacién, segin cuantas dimensio-
nes fenga la cantidad desconocida, otras tantas serin las di-
versas raices que puede haber, es decir valores de esa cantidad ;
pues, por ejemplo, si se supone x igual a 2 o bien x —2 =0
y luego x =3, o bien x —3 =0 y multiplicamos estas dos
ecuaciones

una por otra, se tendra
xx—5x+6=0, o bien xx=35x—6

que es una ecuacion en la cual la cantidad x vale 2 y al mismo
tiempo vale 3. Que si luego se hace x —4 = 0 y se multiplica
esta suma por xx — 5x + 6, se tendrd

X¥—9xx+26x—24=0
que es otra ecuacidn, en la cual x, teniendo tres dimensiones,
tendré tres valores, que son 2, 3 y 4.

Cudles son las raices falsas.

Pero, a menudo se llega a que algunas de estas raices son falsas
0 menores de cero: como cuando se supome que x designa
el defecto de una cantidad, que si es 5 se tendrd x +5=0,
que multiplicada por

X—9xx +26x—24 =0
dari
x*—4x* — 19xx + 106x — 120 =0
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ecuacién en la cual hay cuatro raices, a saber: tres verdaderas
que son 2,3 y 4 y una falsa, que es 5.

Cémo puede disminuirse el nimero de dimensiones de um
ecuacion cuando se conoce alguna de sus raices.

Y se ve evidentemente de esto que la suma de una ecuacién
que contiene varias rajces puede siempre ser dividida por un
binomio compuesto de la cantidad desconocida, menos el valor
de una de las rafces verdaderas, cualquiera que sea, 0 més ¢l |
valor de una de las falsas;
sus dimensiones.

Cdmo puede investigarse si una cantidad dada es el valor de'%

o

HAA raiz.

Y reciprocamente, si la suma de una ecuacién no puede ser
dividida por un binomio, compuesto de la cantidad conoci- -
da + 0 — alguna otra cantidad, esto prueba que esa otra can-

tidad no es el valor de ninguna de sus raices; asf la ditima 4
i el dlgebra que surge con la obra cartesiana, la generalidad. Las
{ operaciones van a indicar desde este momento no operaciones entre
| objetos, sino relaciones entre los mismos. Ei paso del enfoque

Xt —d4x' — 19xx + 106x — 120 = 0

puede ser dividida por x —2 y por x —3 y por x —4 y por
X+ 5; pero mo por x 40 —- ninguna otra cantidad: lo que
muestra que ella no puede tener mds que las cuatro rafees
2,3, 4y —5.

...Pero mi objeto no es hacer un gran libro, y trato mds bien
de muchas cosas en pocas palabras, como se juzgarid que lo-j
he hecho, si se considera que habiendo reducido a una misma ]
construccién todos los problemas de un mismo género, he dado
a la vez la manera de reducitlos a una infinidad de otras di- -
versas, y asi, de resolver cada uno de ellos de una infinidad }
de maneras; y, ademés de esto, que habiendo construido todos
los que son planos, cortando con un circulo una linea recta, .
y todos los que son sdlidos, cortando también con un circulo
una pardbola, y, en fin, todos los que son de un grado mis
compuesto, cortando lo mismo con un circulo una linea que .
no es mds que de un grado mds compuesta que la parabola;
no hay mdés que seguir el mismo camino para construir todos
los que son mds compuestos, hasta el infinito. Pues en materia

por medio de lo cual se disminuyen
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de progresiones matematicas cuando se tienen los dos o tres
primeros términos no es dificil encontrar los otros. Y yo es-
pero que nuestro descendientes me estardn agradecidos no sélo
por las cosas que aqui he explicado, sino por aquellas que he
omitido voluntariamente a fin de dejarles el placer de descu-
brirlas ».

CARACTER ABSTRACTIVO DE LA NUEVA NOTACION,

No puede olvidarse, en la contribucién cartesiana, otro de los

J aspectos que encierra, quizd mas importante para la evolucidn de Ia

Matemitica, y que se liga de modo estrecho con el anterior. Es el
aspecto abstractivo que encierra la nueva potacién. Cada signo,

{ ahora, no es el representante de un ndmero determinado, sino de

tn conjunto de mimeros cualesquiera. Con lo cual, las operaciones

aritméticas van a ser generalizadas de modo radical. La suma,
la resta, la multiplicacién, van versar sobre elementos abstractos y

sobre elementos concretos. Esta es, precisamente, una de las claves

aritmético cldsico al algebraico lo expresa DESCARTES en varios

1 pasajes, tanto de las Reglas como del Discurse v La Geometria.

4 De ellos se puede citar el contenido en la Regla XVI, donde puede
] leerse :

es necesario notar en primer lugar que, si los aritmélicos tienen
la costumbre de designar cada magnitud por varias unidades,
es decir, por un nidmero, nosotros no hucemos, por el con-
rario, menes abstraccion aqui de los nimeros mismos gue lu
que hemos hecho mds arriba de las figuras geométricas, como
de no importa gué otra materia. Y lo hacemos, tanto para
evitar el enojo de un cdlculo fastidioso y superfluo,. como para
obtener, y es lo principal, que las partes del objeto que se re-
fieren a la naturaleza de la dificultad queden siempre distintas,
Y no se envuelvan en nmimeros intiles: por ejemplo, si se
busca la hipotenusa de un tridngulo rectingulo cuyos lados

** Tomado de La Geometria. ed. E. C., Buenos Aires. Traduccién y pré

{logo de Pedro ROSSELL SOLER.
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dados son 9 y 12, un aritmético dird que es V235, es decir, 15;

-a pesar de la real abstraccién que supone respecto a la aritmética.
nosotros, en lugar de 9 y 12, pondremos a y b, y encontraremos

‘Con lo cual las operaciones de suma y producto, por ejemplo, no
jerden sentido aplicadas a las letras o signos algebraicos, ni nece-
sitan, por ello, de ulterior explicacion o justificacién, Sobre este
‘punto volveré mds tarde, al hablar de la ambigliedad que tales
_operaciones entrafian al generalizarse y operar com signos que no
‘representan, ya, mimeros, sino que varian sobre conjuntos de objetos
Ahora bien, junto a la generalidad que esta notacién entrafia, §- CHalesquiera. '
y que convierte al dlgebra en uno de los mejores instrumentos crea- '
dos por el hombre, como lenguaje, para expresar breve, intuibls,
mecénicamente incluso, las relaciomes enormemente complicadas ¥
que pueden teper entre si objetos abstractos cualesquiera, se e .. Mentificacion Curva-Ecuacion. La funcion, concepto “geométrico”.

cuentra la necesidad de distinguir los signos entre si. En el convenio- Si hasta aquf se ve que el concepto de funcién puede surgir de

algebraico cartesiano que he remarcado antes, las primeras letras i a simple consideracién de los signos algebraicos, hay que temer

"}‘;'1. alfat;eto rePrc(ssent.arén para_me;zos,demagmtg:iies c]:;momdasf; 5 presente que DESCARTES va mds alld, dando un sentido intuitivo
uttimas etras‘, incognitas, magnitudes desconocidas. De esta form +f sensible a su idea, que ha condicionado a la Matemadtica posterior,
en las expresiones :

i legando incluso a impedir la total algebrizacidn de la Matematica
ax+b=0 ax+by+ec=0 ' 4 que por su cambio notacional y metddico podia preveerse. Sentido
intuitivo sensible, porque ha umido el Zlgebra a la representacion

grifica, precisamente, a través de la Geometria analitica, provocando

gue la hipotenusa es ]/—a2 4+ v, dejando distintas esas dos par-
tes, a® y b2, que en el mimero estdn confundidas.

Paso al concepto de funcion.

4. GEOMETRIA = ANALISIS,

a, b, ¢ indican cantidades conocidas siempre, aunque cualesquiera; 4
x, y, incognitas. Si se fijan los valores de @ y b en la primera, au®>- { ¢ permanente empleo de la figura en la Matemdtica, con su secuela
miticamente queda fijado el valor de x, de la incégnita. Asi, 2x+ § e ytilizacién de la intvicién sensible, cuando su intento parecfa ser
+ 1 = 0, determina que x = —*f,. Pero si se fijan los valores &, b, ¢ - o] gpuesto. Al sustituir las lineas rectas por mimeros que expresan
en la segunda, los de x ¢ y no quedan determinados de maner § g5 jongitudes, realizaba, de modo implicito, una llamada al pos-

univoca. En este caso, si se da un valor a x, entonces si queda de- '} y11ado de continuidad. Y con ello establecia una funcién linea-ni-

terminado un valor de y. Si se dan varios valores a x, se irdn ob-'{ mero, de tal forma que todo punto en el plano se ponfa en corres-

teniendo distintos valores de y. Y reciprocamente ocurrird respecto § sondencia biunivoca con un par de mimeros. Al variar el punto en

a la incégnita y. De esta forma lo que se obiiene es un conjunto J ¢) plang varia su par de mimeros correspondiente, sus coordenadas,

de valores “numéricos” de y, en funcidn de los valores numericos 4 pero de tal forma que a la primera componente del par se le asocia
que se vayan dando a x. Es decir, lo que se ha obtenido con el § yna o varias segundas componentes del mismo, y reciprocamente.
cambio notacional cartesiano es uno de los conceptos mds impor- .3 Egto po es otra cosa que la nocidén de “ecuacién de upa curva” en
tantes de la Matemdtica de los siglos xvii-xx, el de funcién, ligado § ¢ plano y, a la vez, la nocién de funcién de la segunda compo-
naturalmente a los de constantes y variables. En el caso anterior, | j.qie respecto a la primera.

son constantes los pardmetros a, b, ¢; variables, independiente x, | - . .
dependiente P T o5 pendicn Por la primera de ambas nociones lo que se obtiene es una ex-

1 presién vinica para representar toda la curva y, con ello, una posible

Debo insistir en el hecho de que, en el enfoque iniciado por § easificacién de todas las curvas en el plano, en estrecha correspon-
DESCARTES tanto la variable independiente como la dependiente ¢ 1 gepncja con la clasificacién de las ecuaciones en su vertiente pura-

funcién son signos que representan numeros, cuelesquiera, pero M- § pente algebraica. Una ecuacién lineal de dos variables —como la
meros, es decir, el concepto que se crea es de cardcter NUMErico, - segunda de la pigina 92— no representa més que una recta; una
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ecuacién cuadritica, una conica cualquiera, sea elipse, pardbola,
hipérbola o circunferencia, etc. Desde este momento, hablar de
“punto” o hablar de “par de nimeros”: de “recta” o “ecuacion
lineal de dos variables”, etc., resultan equivalentes.

Con ello el lenguaje va a sufrir un brusco cambio, condicionado
por estas equivalencias. Una curva se estudiard de modo “analitico”:
una expresion analitica encontrard —o al menos se buscari— repre-
sentacién grifica correspondiente. Se podria indicar que se cream
dos tipos de lenguaje: el geométrico, también llamado sintético, o
el analitico, segiin que se utilicen o no ambos elementos o sélo uno
de ellos en la expresién, '

Pero gracias al lenguaje analftica podrin resolverse problemas

para los cuales el geométrico puro se encontraba impotente, como

el de hallar la normal o la tangente a una curva cualquiera en un
punto dado, estudiar el centro de gravedad del volumen encerrado
por una superficie cualquiera, el volumen de ese mismo cuerpo,
méximos y minimos de curvas generales, problemas isoperimétricos,
etcétera. Pero la mayoria de estos problemas pertenece a un capitu-

lo que se inicia simultdneamente al trabajo cartesiano, aunque con °
enfoque menos algebraico y si més analitico. Capitulo que, como el -

notacional y algebraico cartesiano, también muestra su origen e in-
centivo en una critica de la Matemdtica cldsica griega, critica orien-

tada-a:hora en el irente del rigor demostranv_o. E:ontrapuesto‘ a la in- _l‘gzraba toda una época de la Matemdtica. Se ha llegado a suponer,
vencion, al impulso creador. En contraposicién no ya sélo entre : acluso, que los matemsticos griegos discipulos de ARQUIMEDES

el signo concreto césico y signo lingiifstico conceptual y el signo

radicalmente distintos. Entre el estilo demostrativo ¢ geoméirico
griego y el estilo expresivo creador, nada riguroso, en bisgueda de
nuevas formas tanto conceptuales como expositivas.

5. ESTILO DE LOS INDIVISIBLES

1. A VUELTAS CON LA CONTRAPOSICION RIGOR EXPOSITIVO-
INvENCION,

El esquema impuesto por la escuela platénica sobre la Matemi-
tica obligé a la composicién de textos de un rigor absoluto en su

i
g

i
i
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Krtiente expositiva y no sélo conceptual. QOrden expositivo que,

wmo ya he sefialado, presenta como obra maestra los Elementos.
e EucLIDEs. Sin mbargo, este orden, en su vertiente general, es
fe cardcter axiomdtico-deductivo, es decir, en ¢l se parte de elemen-

bs conocidos y se van demostrando, deductivamente, las proposi-
fones, que también muestran su correspondiente estructura expre-
iva propia. Se puede remarcar que la proposicién que se encadena
las restantes y se divide formalmente en si misma, ha de ser pre-
iamenie conocida, y el proceso demostrativo no consiste en otra

qusa que en la bisqueda de su enlace —a veces iotalmente artifi-
dal— con las proposiciones anteriores. Una obra como los Elementos

8 de cardcter sistematizador, organizador de una materia realmente
tscubierta siglos antes. El indudable mérito de EucLIDES reside
mla eleccién de los primeros elementos —axiomas y postulados,
ociones comunes, definiciones— para apoyar las restantes proposi-

dones, y en el orden en que encadena a éstas. Pero en cuanto

contribucién personal creadora de tales proposiciones, muy poco
tsu aporte a la monumental obra que compuso. Que, como tal
bra culmen, resume en si practicamente todo lo que los griegos
icieron en Geometria y, atin mds, casi todo lo que en esta direc-
in pudieron hacer. De hecho, los avances posteriores realizados
1 los terrenos impuestos por EucLiDEs han sido minimos. Era
h obra perfecta de rigor, modelo del estilo matematico, que ce-

X Y8 JASUISHCO - &" . dbgraron nuevos resultados en otros terrenos, no exclusivamente geo-
algebraico abstracto, arbitrario y simbélico, independiente del objeto -

; =k . nétricos, pero que, faltos de un interés o de una posible siste-
representado, sino entre dos maneras de expresion, entre dos estilos

jmtizacién, no llegaron a escribir nada, transmitiendo sus aportes
4k manera oral, perdida para stempre. Bl molivo de esta falta de
Jjiterés o de posibilidad de obra radica en la exigencia expositiva,
{a el estilo a que debian someter su exposicidn,

f{‘Crz’tim de Arquimedes.

ARQUIMEDES mismo reconoce el defecto de ese estilo, En la Cartg

i Eratdstenes, que se conoce mundialmente por E! método, descu-

==

fierta en 1906 por HEIBERG en un “palimpsesto” hallado en 1899
Jatre los manuscritos del patriarcado griego de Jerusalén, con escri-
Aura del siglo x, ARQUIMEDES afirma:
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he creido conveniente exponerte por escrito e ilustrarte en este?
libro la particularidad de un método, segiin el cual te se;
posible captar ciertas cuestiones matemdticas por medios me-;
cdnicos, lo cual, estoy convencido, de que serd util también:
para demostrar los mismos teoremas. Yo mismo, - algunas d.
las cosas que descubri primero por via mecdnica, las demostré

luego geométricamente, ya que la investigacion hecha por estt

método no implica verdadera demostracion. Pero es mds fécil

una vez adquirido por este método un cierto conocimiento de

los problemas, dar luego la demostracion, que buscarla sin

ningiin conocimiento previo. Por esta razon aun de los 1eore

mas mismos referentes al cono y a la pirdmide, que EUDOXI0

fue el primero en demostrar, a saber: que el cono es la tercers

parte del cilindro, y la pirdmide, la tercera parte del prisma
que tienen la misma base e igual altura, debe atribuirse un

mérito no pequefio a DEMOCRITO, gue fue quien primero enum
cié, aunque sin demostrarla, esta propiedad de las mencionada
figuras *.

La inversion del siglo XVII: Inventar; luego, demostrar.

Los matemiiicos del siglo xvil presentan un cambio radical de Q
concepcién de la Matematica. Para ellos, lo fundamental no es Ia
blisqueda de una expresion rigurosa, sino la busqueda de TUEVOS 5
aportes a la Matemitica. Se trata, fundamentalmente, de crear, in-}
ventar, no de exponer demostrativamente, axiomaticamente, rigi--
rosamente. Que para ello se recurra a la intuicién, a procedimientos z
mecdnicos o de cualquier otro tipo, parece no importar. Tampoco,
que surjan equivocos, malentendidos, incluso errores. Si el siglo xvi®
ve un ciimulo enorme de polémicas no serd por la precisién del len-
guaje matemético utilizado, sino por la prioridad del resultado. EL:
“avanza, que la sistematizacién vendrd después” —parafraseando |
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ihos momentos, lo que se iba logrando. Ademds, la eleccién de
¢todos de exposicién incorrectos, aungue fecundos, daba lugar a
dudables peligros de equivocos para los mateméiticos no geniales, o
cluso para alguno que si podia considerarse en esta categoria
aso DESCARTES, caso LEIBNIZ—. En este sentido, .nada mds
tccionador que seguir la creacién del Célculo infinitesimal a lo
g0 del siglo xviI, que dejard en un muy segundo plano la algebri-
cibn de la geometria cartesiana, al hacer suyo el concepto de

fincién y, por tanto, el de suma, aunque no por ello se rompa la
ferrelacién entre ambas corrientes.

EL CALCULO INFINITESIMAL.

Demostracion: Método de exhaucion.

Ante el problema de hallar 4reas o volimenes de figuras pla-

us o espaciales, Eunoxio cre6 el método que algin matematico
Tenacentista denominé de exhaucion. Consiste, esencialmente, en aco-

fir 1a cantidad que quiere calcularse entre dos series de magnitudes
e convergen hacia ella, haciéndose la diferencia muy pequefia,.
"jgotdndose”. Ambas cotas se comparan bien con la cantidad estu-
fiada, directamente, bien con las cotas correspondientes a un pro-

ilema andlogo y ya resuelto. Esta comparacion se realiza por un

foble proceso de reduccién al absurdo, y de aqui el nombre de
wpagdgico con el que también se le conocid en el siglo XviI, como

finénimo de “método de los antiguos o geométrico”. Es decir, co-

wcida mediante un proceso previo intuitivo, mecinico o de cual-
mier otro tipo la equivalencia entre dos magnitudes 4 y B, de las

wales una de ellas también es conocida, el método de exhaucién
{b que hace es demostrar tal equivalencia. Y, para ello, se prueba,

la afirmacién de D'ALEMBERT—, parece ser lema de toda una ge--
neracion de matemadticos, de toda una época.

Naturalmente, la tradicién condicionaba en alguna medida. Ma-
temético genial, enteramente revolucionario, no lo era todo el mue-
do. Existia una escuela tradicional que sefialaba la heterodoxia del

nuevo estilo matemitico. De aqui la necesidad de justificar, en mu- n .
: {educcién al absurdo, es completo. Pero es rigor meramente expo-

1 Fl Método, edicidn de ¥. Bapini. Ed. Eudeba, Buenos Aites, 1966, pé-
gina 14.

q

{n primer lugar, que es absurdo suponer A mayor que B; en se-
inndo lugar, que también conduce a contradicciéon suponer B ma-
fior que A. La tnica alternativa que se obtiene, entonces, es la de

#r A v B equivalentes.

E] rigor demostrativo, siempre que se admita el recurso a la

dtivo. En él no aparece para nada el punto quizd mds importante

4mra un matemdtico constructivo: como saber que A es equivalente
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a B. Por otro lado es método que también muesira otra falla, tam
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~ Una variante posterior consiste en dividir 4 mediante un haz de

bién importante para el matemético: exige para cada problema Wi fnetas paralelas equidistantes en cantidad suficientemente grande

planteamiento y resolucién propios, particulares y, aunque siempr
pudieran encontrarse semejanzas con otros problemas ya resuelios
estas semejanzas no permiten una generalizacién adecnada.

Invencion: Método de los indivisibles.

Ante una gran cantidad de cuestiones que surgen tras los tra-;
bajos galileanos en mecdnica, astrondmicos, arquitecténicos, de na-;
vegacidn, y que presentan un fondo comtin, los matematicos del si-
glo xviI se enfrentan al mismo tema de cuadraturas y cubaturas:
tltimamente referido. Pero poseyendo tinicamente un méiodo de-.

mostrativo —la Carra de ARQUIMEDES a ERATOSTENES era descono- i§

cida—, y no constructivo. Ante este hecho han de buscar un método -

propio para cubrir esta laguna. Y el método no va a ser otro que el ‘.

de los indivisibles, infinitamente pequeifios o diferenciales.

Un discipulo de GALILEO, el jesuita Buenaventura CAVALIERI *
formula en 1621 el nuevo método. En esencia, consiste en conmderar

como indivisibles a los elementos que constituyen una figura de
dimensidn mayor. Asi, los puntos son los indivisibles de un seg
mento; los segmentos, de figuras planas; las secciones planas, de
sélidos. Si los indivisibles de dos figuras se encuentran en una pro-
porcién dada, entonces se admite que las figuras mismas tambicn ]
se encuentran en la misma proporcion. Este hecho se puede con-
densar en formulacidén Unica para 4reas y volimenes en lo que o -
puede denominar “principio de CAVALIERI”
Si dos 4reas (volimenes) son tales que para toda recta (plano)
paralela (0) a una dada las corta segiin segmentos (4reas) cuyas |
medidas estdn en razén constante, entonces las dreas (volume—
nes) estdn en la misma razén,

De esta forma, hallar el drea de una figura 4 consiste en bus- |
car otra B de superficie conocida ; dividir 4 y B mediante un haz |
de rectas paralelas a una dada; comparar los segmentos del haz |
que interceptan 4 y B. Finalmente, admitir que la proporcién obte-
nida entre esos segmentos es vdlida para la proporcién entre las
dreas, Como la de B es conocida, lo serd la de 4.

4t plano y no una figura de dimensién mayor;
Aion la unidn de segmentos. En otras palabras, el método de los in-
Alvisibles viola el principio de homogeneidad espacial dimensional.
%Por otro lado, va contra la propia intuicidn, no apoyindose en ex-

bs rectangulos que sc obtienen —aunque cada uno, frazado a dis-

bincia finita, por pequefia que sea, no tiene tal forma de rectingulo—

.7;?.‘se suman y la suma total es la correspondiente al drea de la figura

pdida, Ygualmente, hallar el volumen de un cuerpo de revolucion
wnsiste en descomponerio en “infinidad” de cilindros, todos de al-
frz infinitamente pequefia, mediante un haz de planos paralelos
wuidistantes perpendiculares al eje de revolucién, y la suma de to-
fos esos cilindros serd el volumen del cuerpo pedido. Sumas que
selen introducirse mediante la expresién “suma de todas las orde-
rdas”, o simplemente, por abuso del lenguaje, “suma de las or-

Fror y critica.

En todo ello hay, evidentemente, un error conceptual asom-

‘hfoso. La idea de los indivisibles va contra todos los postulados

Jrométricos que consideran una seccion plana como carente de vo-
Jimen, con lo cual la superposicién de dos planos continia siendo
y lo mismo ocurre

Apriencia alguna, ni siquiera mental, por ser experimento irreali-
qnble.

Precisamente por ello, los matematicos que emplearon este mé-

Ido recibieron muy violentos ataques. Se puede citar a este res-
“|pcto el realizado por ANDRE TACQUET en 1651 en su obra Quatuor
Awlindricorum et annulorum...,

donde escribe:

Estimo que no es legitimo ni conforme a la geometria admitir
el método de demostrar por los indivisibles, o (como yo rengo
costumbre en llamarlos) por los heterogéneos, que el célebre
gedmetra BUENAVENTURA CAVALIER] ha puesto en luz. Este cé-
lebre método pasa de las lineas a las superficies, de las super-
ficies a los sélidos, y una igualdad o proporcién encontrada
para las lineas, da una conclusion aplicada a las superficies.

Por esta forma de razonar no se llega absolutamente a nada
cierto...

¥ Tomado de L'oeuvre scientifique de Pascal, PUF, Paris, 1964,
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que no difiere del espacio del semicirculo mds de una cantidad

El propio CAVALIERI parecié temer sus dudas en cuanto a
menor que una dada .

legitimidad de su lenguaje, lo que pone de manifiesto en carta
GaLILEo de 1621, a quien consulta sobre la validez o no del mism
Pero ya desde 1622 CavaLiERI lo emplea sin mds vacilaciones. T
¢é1 FERMAT vy, ya, los restantes matematicos, principalmente fra
ceses.

La justificacién de PascaL no agrega nada a la falta de rigor
kl principio de CAVALIERL En todo caso, lo tunico que permite es
0 equivocarse tan ficilmente. Sin embargo, da paso, con ella, a
h segunda fase del Ciélculo infinitesimal, donde en lugar de hablar
e indivisibles se establece la existencia de los infinitamente peque-
Defensa: “un lenguaje diferente”. fos o diferenciales, de la misma dimensién geométrica espacial de
b figura a la cual pertenezcan.

S6lo ROBERVAL ¥ PascaL, tras las criticas como la de TACQUE
pretenden modificar los principios de CAVALIERI sefialando que
se toman segmentos para la suma de las ordenadas, sino rectangulo
de la misma altura, infinitamente pequefia, infinitésimos, como ¢
fiala PascaL en la Carta a Carcavi.

© Sin embargo, se puede observar un hecho a primera vista algo
nraddjico. Los matematicos del siglo xvil consideran que el nuevo
’ étodo inventivo no es més que un lenguaje diferente, una manera o
slilo distinto de expresar unos mismos conceptos. El propio Pascar,
imas lineas antes del dltimo parrafo citado, escribe:

No tendré dificultad en lo que sigue de usar este lenguaje d
los indivisibles, la suma de las lineas, o la suma de los planos:
y asi cuando considere, por ejemplo (en la figura), el didmerroi].
de un semicirculo dividido en un niimero indefinido de parteig
iguales en los puntos Z, de donde se trazan las ordenadas N}
no tendré dificultad alguna en el uso de esta expresion, lag
suma de las ordenadas, que parece no ser geométrica a los quey
no entienden la doctrina de los indivisibles, y que se imag
nan que es pecar contra la geometria expresar un plano por why
nimero indefinido de lineas; lo que no procede mds que d
su falta de inteligencia, ya que no se entiende por ello ol

He querido hacer esta advertencia para mostrar que todo lo
que estd demostrado por las verdaderas reglas de los indivi-
sibles se demostrard también con el rigor v a la manera de
los antiguos: y que asi uno de estos métodos no difiere del
otro mds que en la manera de hablar.

Igualmente, PEORO FERMAT sefialard el misme punto:

Seria fdcil dar demostraciones a la manera de ARQUIMEDES... ;
bastarfz. pues, haberlo advertido de una vez para siempre q fin
de evitar continuas repeticiones... ¥,

1 Y un JIsaac BaARROW se expresard mis tajantemente:

...sg? lgaodrz’a alargar por un discurso apagdgico, pero ;para
que? v,

; Sin embargo, en caso de discusién o posible polémica —cosa
‘jwtidiana en la época—, casi todos ellos preferirdn expresarse en el
dmétodo cldsico, en el esiilo geométrico. Naturalmente, una vez que

. i . . i 4 " Los textos que se citan de PascaL, de 1 b i
cosa, sino la suma de un niimero indefinido de rectdngulosiris, 1963. b ¢ 1a Obra completa, ed. Seuil

hechos de cada ordenada con cada una de las pequeiias porl] "' Tomado de N. BourBakl: Eléments d'histoire des mathématigues. Her-
ciones iguales del didmetro, cuya suma es ciertamente un plang}™ Paris, 1960, 1> ed.
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han logrado hallar una proposicién y tienen que demostraria de
modo convincente. Esta posicidn se encuentra en el propio Pasca
cuando a comienzos de su Carta a Carcavi, y tras la explicacién d
su reto a todos los matematicos del mundo para la resolucidn de u
conjunto de problemas en torno a la cicloide o ruleta, y la ausenciy’;
de respuestas validas que le obligan a ser él quien responda resol
viéndolas piblicamente, da idea de un método inventivo o construc-
tivo —enteramente semejante al empleado por ARQUIMEDES en ¢
Método— para hallar los centros de gravedad. Inmediatamente des-
pués agrega:

Usted verd, Sefior, que he entrado en el estilo geométrico; v,
para_continuarlo, no os hablaré mds que por propos:caones,‘
corolarios, advertencias, etc. Permitidme, pues; explicarme de'§
esta manera sobre lo que acabo de deciros, a fin de que n
quede ambiguedad alguna.

De modo andlogo se expresard en la Carta al Sefior A. D. D. §

..8in detenerme, ni en los métodos de los movimientos, ni ¢t
el de los indivisibles, sino siguiendo el de los antiguos, a fin d
que la cosa pueda quedar desde ahora cerrada y sin discusion

Dos estilos expresivos, radicalmente distintos. El de los antiguos
0 geométrico, de rigor perfecto, demostrativo. El de los 1nd1v1snble>,
todo lo contrario. Y, sin embargo; es este tltimo el operativo,
creador. Con €l se consiguen resultados sorprendentes, inalcanzables
con el primero. J

3. Bras PAScAL Y LOS INDIVISIBLES.

Pascail es uno de los matemdticos que logra con el estilo de los 1)’
indivisibles una de las mds raras perfecciones. Su estilo consigue :
crear un lenguaje de gran precisién y claridad, que permite ser tra- -‘g
ducido al lenguaje notacional operacional actual sin dificultad al- 4
guna. Y ello, sin utilizar una sola férmula en todos sus escritos, ;
aunque necesite apoyarse, en contrapartida, en una figura que cum- .
ple el papel de esquema sobre el cual razonar mis que ‘el de tal°
figura con su cohorte de intuicidn sensible, concreta, imagen fiel de
un concepto a aprehender. Asi, de la figura que inserio en la pagi-
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ma 100, utilizada para claridad del lenguaje de los indivisibles, se
sive para dar paso al concepto de integral considerada como la
fuma de todas las ordenadas ZM, siendo los limites de integracion

los puntos C y F.

Este concepto se puede generalizar a cualquier curva f(x) y no
silo al semicirculo, y considerar a la integral de tal funcién como

1 ¢l drea comprendida entre el eje de abscisas -—o del eje del que
partan los indivisibles— y la curva f{x).

PascaL también considera la integral de una funcién cuando el

‘-"‘“!imite de integracién depende de la misma variable que la propia

X
funcién. Concibe la integral | f(x). dx como el valor de la razén
[+

entre la suma de todas las ordenadas de la curva a la suma de

A bs n indivisibles que componen la unidad o, cuando emplea el
§ lenguaje o estilo geométrico mds preciso, como el limite de esa razén

cwando n tiende a infinito, aunque el concepto de limite —que sera

1 precisamente el que permita superar las equivocidades de los indi-

visibles— carezca de una total formulacion, clara y distinta, hasta
muchos afios después.

El estilo de los indivisibles permite a Blas PascaL una clasifi-
' cacion de los problemas de integracién, haciendo posible la reduccién
de unos problemas a otros y, por ello, de unas integrales a otras.
Transformacién apoyada, gracias a la imagen pgeométrica, en el

4 previo establecimiento de la igualdad entre dos integrales, conside-

rindolas como formulaciones distintas de una misma drea o volu-
men. Asi, el drea de un tridngulo rectingulo mixtilineo —represen-

| tacién gréfica de una cuiva en un sistema de ejes cartesianos rec-
{ tangulares— es la misma segin se hagan las divisiones por paralelas
4l eje 0 a la base —a uno u otro de los ejes de coordenadas—. En

términos actuales, expresando el drea comprendida entre los ejes OX,
0Y y un arco de curva f(x) entre los puntos (¢, o) ¥ (o, b) mediante la

igualdad
73 b
ff(x).dx =fx.df(x)

Expresién que muestra marcado paralelismo con el proceso de in-

4 tegracién por paries, utilizado hoy para resolver muchos de los pro- .
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blemas que condujeron a2 Pascar a la formulacién de equivalencia
entre integrales. Paralelismo debido a que el principio pascaliano
para el cambio de variable equivale a decir que el drea ['f(x).
puede escribirse como la suma de las ordenadas por los intervalos
“infinitamente pequefios Ax,”, iguales o no para toda subdivisién§

del

anteriores, componiendo un auténtico tratado de integracién en su
Traité des trilignes rectangles et de leurs onglets. Para ello asocia 2
Ia funcidn f(x)} o “trilinea” de partida otra funcién o tridngulo rec:
tangulo mixtilineo con los mismos ejes OX, OY, pero de tal form
que tenga por abscisas los arcos de la trilinea dada, por Io que es
curva definida entre los puntos (o, b) sobre el eje OY y (s, o) sobr !
¢l eje OX, siendo s la longitud de f(x) entre (o, b) v (a, o). Ayudado
por este tridngulo auxiliar, PASCAL obtiene una serie de proposicio-}

nes

divisibles.

Un

lacién pascaliana, cito un pasaje del Traité des trilignes:
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intervalo de integracién, es decir, como
S [f(x).Ax]

Blas PascaL generaliza los resultados de igualdad o equiva]encia‘if

que expresan igualdades entre integrales. Pero en estilo de i m-

ejemplo de estilo,

Como muestra del estilo de los indivisibles, en su perfecta formu-

Relaciones entre los senos sobre la base de una trilinea cualquie- '
ra y las porciones de su linea curva comprendidas entre el ver- *
tice y las ordenadas en el eje. ;

;

DEFINICION.

Se llaman aqui arcos no solamente las porciones de Ias circunfe-
rencias del circulo, sino también las porciones de todo tipo de
lineas curvas.

HIPOTESIS GENERAL.

i

Sea una trilinea rectangular cualquiera BAH (figura), y sea la
misma trilinea BAP, trazada a la otra parte del eje BA, y as las:;
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dos bases iguales HA, AP, no hacen mds que una linea recta;
sea dividido tanto el eje como la curva BP en un mimero inde-
finido de partes todas ellas iguales entre si; es decir, que las par-
tes del eje BD, DD, etc., sean iguales tanto entre si como con
las partes iguales de la curva BI, II, etc.: sean trazadas las
ordenadas DO al eje, y los senos 7L sobre la base.

' G/ . AY
FA Q O DXxS
Gl ] N I S
|
pd .z z o
C E E EH A .L LL

Las razones que se encuentran entre la suma de los senos IL, y
la suma de los arcos o de las perciones BO de la curva {com-
prendidas entre el punto B y cada una de las ordenadas al eje)
seran las siguientes.

ProOPOSICION VI

La suma de los arcos de la curva comprendidos entre el vértice
y cada ordenada al eje es igual a la suma de los senos sobre la
base.

Es decir, que la suma de todos los arcos BQ, es igual a la suma
de los senos IL.

PROPOSICION VII.

La suma de los cuadrados de esos mismos arcos BO es igual a
dos veces la suma triangular de los mismos senos IL, a comen-
zar por A.
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PROPOSICION XII.

Digo ahora que levando los semos sobre el eje, a saber, las
perpendicularés IR, la suma de los rectdngulos comprendidos
entre cada uno de los mismos arcos y de la ordenada que lo
termina, a saber la suma de todos los rectingulos BO en 0D,
es igual 2 la suma de las porciones de Ia trilinea comprendidas
entre cada seno sobre el eje y la base, a saber a la suma de
todas las porciones IRAP.

PREPARACION A LA DEMOSTRACION.

Témese, en la recta AH prolongada, la porcién AC igual a | :
linea curva BIP o BOH; y, habiendo dividido AC en tantas
partes iguales como existan en la curva BIP, por los puntos E
y que asi cada una de las porciones AE, EE, etc., sea igual
cada uno de los arcos BI, Il, etc., desde los puntos E se tra 1
zan las perpendiculares EG, que encontrardn z los senos [
sobre el ¢je (prolongados si es preciso) en los puntos G; de i
manera que cada una de las rectas EG sea igual a cada uno de*
los senos IL sobre la base, y que por todos los puntos B, G
G, C, se entienda pasar una linea curva, de la cual las orde
nadas respecto a la base serdn las rectas EG, y las rectas GR:
seran las contraordenadas. La naturaleza de esta linea serd tal
gue, cualquiera que sea el punto G que se tome sobre ella, de )
donde se trazan las rectas GE, GRI, paralelas al eje y a la base,
ocurrird siempre que la porcion AE, o la recta RG, serd igual 3
al arco BI, y la porcién restante EC al arco restante IP: y por i
ese medio las ordenadas DQ al eje siendo prolongadas, y cor-
tandola, en F, cada una de las rectas DF serd igual a cada uno .
de los arcos BO comprendidos entre !a ordenada misma DF y
el vértice.

P

Establecido esto, la demostracién de las propiedades VI, VIL;
VII, IX, XI, XII, XIII, XIV, XV, que acaban de ser enun-
ciadas, serd fdcil.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION VI.

Digo que la suma de todos los arcos BO es igual a la suma de
los senos IL.
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Porque todos los arcos BO son los mismos que todas las or-
denadas DF al eje, luego la suma es igual a la de las ordena-
das EG, por la Proposicién I, es decir, a la suma de los se-
nos IL.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION VIL

Digo que la suma de los arcos BQ al cuadrado es doble de la
suma triangular de los semos 7L, a comenzar por A, o que la
suma de los DF al cuadrado es doble de 1a suma triangular de
las ordenadas EG, a comenzar por A: lo que estd demostrado
por el corolario de la Proposicién II.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION XIi.

Digo que la suma de los rectingulos BO en OD, o FD en DO
es igual a la suma de las porciones IRAP.

Es lo mismo que ha sido demostrado en el lema general. Por-
que considerando la trilinea BAP como siendo la figura ad-
junta de la trilinea BAC, se sigue (por lo que ha sido demos-
trado en ese lema) que la suma de los rectangulos FD en DO
comprendidos entre cada ordenada DF de la trilinea BAC, y
cada ordenada DO de la trilinea BAP), es igual a la suma de las
porciones ARIP de la figura adjunta (comprendidas entre cada
contraordenada RI y la recta AP), y que las unas y las otras
componen un mismo solido.

Las tres proposiciones que he entresacado del texto de PascaL

“jpueden enunciarse, en notacién operacional, en la forma

Proposicién VI:

b s
sdy =fyds
a [+]
1] s

Proposicion VII: / sdy =2 f svds

v o o
b E 2y
Proposicién. XI1I ; f sxdy = f ds .] sdy
Q o o
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4. LAS LIMITACIONES DE UN ESTILO.

Si el estilo matemdtico ha variado de modo radical en el si
glo xvi, tanto en su aspecto o vertiente algebraica como en su ver
tiente analitica, ba sido a costa de una pérdica demostrativa, de una
pérdida de rigor, sin que, ademas, dicha pérdida preocupe grande-*
mente, justificando los métodos y las expresiones los resultados qu
con ellos se alcanzan. La vertiente analitica ha de crear su propi
lenguaje —como se puede observar en el ejemplo pascaliano, dond
aparecen términos como “trilinea”, “suma triangular”, “suma pira-’
midal”, “inglete”, “suma de senos™..., dindole un sentido distinto
al que tenian tales expresiones en la Matemadtica anterior o coetdnes,
o en el lenguaje ordinario—, y no emplea para nada las férmulas
que, en la vertiente algebraica, habian side desarrollados por VIETA
y DEsCaRTES entre otros. La falta de signo artificial puro, estricta-.
mente operacional, queda compensada por la “maestria del lenguaje” .
de un Pascat, como seiiala BOURBAKI . : “

Pero ello implica, igualmente, una total limitacién operacional,
y una atomizacién completas, creando cada autor su propio len- :
guaje, por otra parte figurativo. Puede observarse este hecho limi-
tativo en el propio Pascar, o en Barrow, donde es imprescindible ¢l ;
permanente empleo de figuras, siempre complicadas y previamente -,
descritas con toda minucia y detalle, porque en esa descripcion puede l
ir la clave de la demostracién posterior. En BARROW se requieret :;
casi 180 figuras para unas cien piginas que componen lo esencial ;
del texto ¥, Es limitacién que ha liegado a permitir incluso el olvido
de los matematicos del siglo xvii como los verdaderos creadores del
Cilculo integral en ciertas historias de la Matemdtica. i

#

5

6. ESTILO OPERACIONAL
r 3
L

Leibniz y su enfoque operatorio.

EN EL PRINCIPIO, EL SiMBOLOQ.

Corresponders a LEiBNIZ dar cardcter operacional, de tipo alge- :

" 1d., p. 210. ;
" 1d., p. 209. ]
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‘bizante, al Célculo infinitesimal, a toda la obra anterior, convir-
fiéndola en instrumento fundamental tanto de la Matemdtica como,
s0bre todo, de la ingenieria y de la técnica. Por ello, de todo el
‘progreso humano en cuanto a civilizacién, realizado en los dos vil-
timos siglos. Para lo cual LEIBNIZ no tendrd mds que inventar una
‘otacién adecuada en la que traducir las reglas y proposiciones obte-
‘idas por sus predecesores. Y serd en PascAL en quien el mate-
‘matico-fildsofo aleman estediard la Matemadtica considerada en la
fpoca come “moderna”, tras el afortunado comsejo del holandés
HUYGENS. '

 En un principio LEIENIZ comienza por “abreviar” las expresiones
pascalianas. Hacia 1675 el principio del cambio de variables indicado
‘por PascaL —y al que hice referencia en la pdgina 103—, recibe
omo transcripcién

omn(xw) = x.0mn{w)— omn{omnuw)

“Jdonde omn(w) es la abreviatura de la integral de « tomada de O a x.
# Poco después, cuestidn de dias, lo sustituye por [ como inicial de

‘wmma omnium w, y pasa a primer plano los “infinitamente peque-
fios” para los cuales introduce la letra d inicial de diferencia o, como
mis tarde se expresard “diferencial”. Con lo cual, LEIBNIZ pasa a
gscribir 1a mocidn de integral de una funcién f(x) como [f(x)dx,
donde dx debe siempre escribirse, ya que

Advierto que se tome cuidado de no omitir dx... falta frecuen-
temente cometida, y gue impide ir avanzando por el hecho de
que se desprecie por ello a estos indivisibles, como aqui a dx,
su generalidad... de la cual nacen innumerables transfiguracio-
nes y equipolencias de figuras®.

La importancia de distinguir J° de d se manifiesta en LEIENIZ

4de modo clarisimo. Ambos son operadores inversos entre si, reprs-
4sentando uno la integracién, el otro la diferenciacién. Alguna de las
Y mds importantes propiedades del operador integral habian sido con-
‘{seguidas sin mds que traducir los pasajes de CAVALIERI, FERMAT,
1 RoBERVAL, GREGORY, PASCAL..., a esta notacidn leibniziana. Asi, que
1 [f(x) dx depende linealmente de f(x); que es un operador lineal,
] eteétera,

Pero no ocurria lo mismo respecto al operador diferenciacidn.

10perador que, realmente, descubre el propio LEIBNIZ sobre un texto

= 4., p. 208.
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de Pascav, el Traité des sinus du quart de cercle, en su primera pro-
posicién, ademds, que bajo el titulo de “Lema” dice:

Sea ABC un cuarto de circulo, cuyo radio AB se considera
como eje, y el radio perpendicular AC como base; sea D un
punto cualguiera en el arco, del cual se traza el seno DI sobre 43
el radio AC; y la tangente DE, en la cual se toman los puntos E
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la suma de todas las tangentes iguales entre si, EE, no difiere del
arco entero BP, o de la suma de todos los arcos iguales DD,
mds que una cantidad menor que cualquiera dada: lo mismo
que la suma de los RR del entero AQ.

El texto hace exclamar a LEIBNIZ en carta al marqués de I’'Ho-

AL que PascaL parecia tener, en ocasiones, una venda en los 0jOos.

leBNIZ considera el tridngulo EKE’ ¥y su semejanza con el ADI,
E(E)__g Bste ditimo es siempre finito, sean cualesquiera los puntos E que

E— K

CiR I [RIRY N

ttomen sobre la tangente, y siempre semejante al EKE’ que, cuando
D . & tomen los puntos E muy préximos entre si, en longitud menor
‘ : le una cualquiera dada, tenderd a hacerse cero. Pero dada 1a se-
ejanza con el ADI, constante, el triangulo *“infinitesimal” —o
Wingulo caracteristico, con palabras de LemNiz— podrd ser estu-
ado en si. Ademds, cvando los puntos E se aproximen entre si
és de una cantidad cualquiera dada, la tangente tiende a identifi-

donde se quiera, desde donde se trazan las perpendiculares ER durse precisamente con el arco, y como los catetos del tridngulo son
sobre el radio AC. uatidades infinitesimales puede volver a estudiarse la lfnea repre-

i
it

Digo que el rectingulo comprendido entre el seno DI y la tan- ‘Hentativa de una funcién como compuesta de arcos de linea o ele-

gente EE’, es igual al rectdngulo comprendido entre la porcion

qrentos lineales. Generalizando, una superficie como compuesia por

de la base (encerrada enire las paralelas) y el radio AB. -sfementos rectangulares o bidimensionales, ete. El cdlculo diferencial

quede, de esta forma, independizarse del principio de CAVALIERI o

La demostracidon de Pascal es inmediata: el método de los indivisibles en su forma primitiva y, por ello, de
s servidumbres de las imagenes de las figuras y sus correspondien-
Porque el radio AD es al seno DI como EE’ a RR’ 0 a EK: s preparaciones previas a la demostracién, asi como de la servi-

Io que se ve claramente a causa de los tridngulos rectdngulos y
semejantes DIA, EKE’, siendo el dngulo EE'’K o EDI igual al
dngulo DAL

Jhmbre de un lenguaje poco aplo para el progreso cientifico.

Ya en 1684, en su Nova methodus pro maximis et minimis, LEIR-

iz aplica el método algebraico-cartesiano a la diferenciacién ; busca

En la primera Proposicién obtenida por PascaL éste establece J8 TeBlas operativas de la misma, como, por ejemplo, d(xy) =

lo que hay se escribirfa ["senxdx = cosx. Pero en la “advertencis”
que realiza tras la demostracién, PaSCAL agrega —y obsérvese la
proximidad de su expresidn final respecto al estilo posterior dz
los e—:

Cuando he dicho que todas las distancias juntas RR. son igua-
les a AO, y lo mismo que cada tangente EE es igual a cada
uno de los pequefios arcos DD, no se ha debido sorprender, ya
que se sabe bien que aunque esta igualdad no sea verdadera
cuando la cantidad de los senos es finita, sin embargo, la igual-
dad es verdadera cuando la cantidad es infinita; porque entonces

dx.y + y.dx. Pasa a diferenciales de segundo orden y orden

Jiperior observando la analogia existente entre Ja multiplicacién de
Jumeros y la composicién de los operadores de su calculo, emplean-

la notacién 4* para la n-sima derivada, ya que

€S un poco como si, en lugar de las raices y potencias, se qiti-
siera sustituirlas siempre por letras y en lugar de xx, o X, 1o0-
mar m o n, tras haber declarado que éstos deben ser las poten-
cias de la cantidad x. Juzgad, sefiores, cémo ello embarazaria.
Ocurre lo mismo con dx o ddx, y las diferencias no son menos
las afecciones de las magnitudes indeterminadas en sus lugares,
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que las potencias son las afecciones de una magnitud puesta
aparte. Me parece, pues, que es mds natural designqrias de for-
ma que hagan conocer inmediatamente la magnitud de lis
cuales son las afecciones ™.

Newton y su enfoque mecdnico.

Si el enfoque de LemBNiZ es de naturaleza casi estrictamenic al
goritmica, no sucede lo mismo con el adoptado por NEWTON, su grai
disputador en la primacia creadora det Célculo diferencial. En NF:\h:
TON el enfoque es de cardcter mecdnico, siguiendo la corriente il
ciada por GALILEO, quien hizo pasar a primer plano problemas com
el calculo de la velocidad y trayectoria de graves, o los astrondmico
con la consiguiente problemdtica de hallar las trayectorias de lo
cuerpos celestes.

En este sentido, NEWTON considera una curva no como la gréfi.ca‘
de una funcién, sino como la trayectoria de un punto en el espacio
Es decir, una curva es lo que describe un punto en movimiento du-
rante un cierto tiempo; aungue el tiempo sea un mero fondo, que
fluye de modo continuo y uniforme. Asi en su Tratado de la cua-"
dratura de curvas, NEWTON escribe:

No considero las magnitudes matemdticas como formac_ias por
partes todo lo pequefias que se quieran, sino como descritas por ;
un movimiento continuo. Las lineas son descritas y engendrqdas._
no por yuxtaposicion de sus partes, sino por el movimiento
continuo de sus puntos; las superficies, por el movimiento de '
lineas: los sélidos, por el movimiento de las superficies; los dn- |
gulos por la rotacion de sus lados; los tiempos, por un flujo
continuo; y asi sucesivamente.

El problema planteado por el fisico inglés consiste en determinar
la velocidad instantipea de un punto en un momento dado de su)
trayectoria. Para ello descompone la velocidad en dos componentes, |
paralela cada una a un eje de coordenadas del sistema de referencia |
plano al que refiere la trayectoria del mévil. A cada upa de las com-
ponentes de la velocidad las llama “fluxiones™ de x o y, de las com-
ponentes paralelas a los ejes, mientras que la velocidad instanténea,

b

*Id., p. 212 !

g
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la velocidad del punto en un momento determinado, recibe el tér-
mino de “fluxién del arco™. Pero precisamenie calcular la velocidad
instantinea de un punto en un punto de su trayectoria, conocida
esta, no es otra cosa que calcular la derivada de la funcién que la
misma define en el punto dado. Con lo cual, conocida la ecuacién

d de la trayectoria, determinar las relaciones entre las fluxiones, no

es otra cosa que resclver un problema de Cilculo diferencial, no es
otra cosa que hallar la derivada de la trayectoria en el punto dado.
Reciprocamente, si se conocen las relaciones entre las fluxiones se
puede intentar determinar las relaciones existentes entre las com-

ponentes de las mismas. En este caso, es reconstruir la funcidn que
Y 10s da la trayectoria. Es, pues, un problema de integracidn.

NEwTON llegaba a establecer, de esta forma, al igual que LEIBNIZ,
el cardcter dependiente entre ambos calculos, inverso uno de otro,
pero a través de un procedimiento de cardcter mecénico y no alge-
braico o analitico, en cuyo lenguaje los problemas de hallar la tan-
gente o Ja normal en un punto de Ia curva una vez conocida ésta, v
¢l de hallar el drea determinada por la curva entre dos de sus puatos
y uno de los ejes de coordenadas —o, en general, respecto a una
recta cualquiera o a otra curva—, eran los inversos.

Ventajas de la notacidén leibniziana.

A diferencia de LEIBNiz, NEWTON, quizd por su enfoque meci-
aico, no parecié sentir la necesidad de emplear una notacién ade-
cuada, ni, por supuesto, dar unas reglas convenientes para el ma-
nejo de tales notaciones. En cuanto a la integracién, ni siquiera la da
tombre, absorbido por el Cilculo diferencial. Algunas veces repre-
senta la integral de f(x) enmarcando la funcién o anteponiéndola un

1pequefio rectangulo. En cuanto al Cilculo diferencial se limité a

colocar un punto sobre la variable dependiente para indicar la flu-
xién de la misma. Asi, “x” designa “fluxién de x°; “x” es lo mismo
“fluxion de fluxién”, que interpretada mecdnicamente equivale a la
aceleracion instantdnea del punto en movimiento en un instante

dado, v asi sucesivamente. -

Este tipo de notacién implica serias desventajas respecto al ele-

|gido por LEIBNIZ. Por ejemplo, para las derivadas de orden supe-
{rior, la notacién de puntos es absolutamente impracticable. Ademis,
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-con ella no se ve claramente quién es la variable independiente res-
dy

dy

compuesto puede significar tanto como si se es-
dx dr .

tdn manejando en el calculo tanto las coordenadas como el tiempo,

lo que ocurre necesariamente en la versién lingiiistica de la deri-

vacién.

La notacién de LEIBNIZ presenta otra serie de ventajas induda-
bles, gue pueden resumirse con el calificativo de ser operacionales.
Entre ellas se pueden destacar las siguientes.

Para obtener la derivada de la funcién inversa x = i) = gly),
de la funcién y = f(x), se demuestra en el cilculo de derivadas que
se obtiene mediante la relacidn f(x).g(y) = 1, donde tanto fi{x)
como g'(y) designan las derivadas de f(x) y de g(y), respectivamente,
con la notacién creada por LAGRANGE. En términos de diferenciales

dx dy
la igualdad anterior se expresa como . =1
ay dx
Aqui parece “como si” esas diferenciales fueran nimeros que se pu-
dieran simplificar entre si, o manejar como tales nimeros tanto para
las sumas, restas, cocientes, como para pasar de un miembro a otro...

Andlogamente para el caso de la derivada de una funcién de

funcién, que puede expresarse en notacién diferencial como

dz dz dy

dx dy dx

— Otra ventaja, aungue ya mis propia para la ingenierfa y técnica
que para la propia Matemadtica, se encuentra en que la notacién di-
ferencial permite fijar la atencién en las cantidades X, ¥, Z..., que in-
tervienen en una funcién. Ello estd en referencia al hecho de que
siempre muestra la variable respecto a la cual se verifica la deriva-
cion. En Matemitica, lo que interesa es la relacién funcional entre
e€sas variables —lo que lleva implicito un sentido operacional o de
procedimiento que indica cémo obtener una cantidad de otra--,
Pero es notacién que también deja en primer plano la considera.
cién de tales cantidades consideradas en sf, que es lo que interasa
para una posible aplicacién técnica.
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. o . . . %1 La AUSE
pecto a la cual se realiza la derivacidn. Si se escribe “y”, este signo A AUSENCIA DEL RIGOR.

Precisamente por las ventajas pragmadticas anteriores ¥ por ser el
dlculo con las diferenciales de una gran sencillez en cuanto redu-
tdo a mera manipulacién de signos, la vertiente leibniziana cobré
a preponderancia ‘total. Los resultados obtenidos justificaban el

ito de la misma. Y el siglo xvii vers un auténtico desarrollo de la
sJMatemdtica comsiderada como Célculo, como pura ciencia algo-

fitmica. Lo que importaba, en este siglo, era la consecucién de nue-

A1s resultados, sin tener en cuenta las debilidades del punto de par-
4Hlida con el cual se obtenian los mismos, la nula fundamentacién ds
“Huste punto,

Las aplicaciones del Calculo son tan amplias que la Mateméatica
® ve convertida en disciplina casi natural, abarcando la Mecanica,

Astronomia, Optica, Arquitectura tanto militar como civil, Ingenie-
!

iz de todo tipo.

Alas series.

A ello contribuye el manejo de las series. Hay que observar, en
iu origen, que Ia teoria de ecuaciones habia llegado a un cierto 1i-
;ilnite. Descubierta la resolucién algebraica de la ciibica y de Ia de
juarto grado, no habfa proceso racional alguno para obtener las raf-
s de ecuaciones de grado superior. Incluso las raices de ecuaciones
omo las anteriores presentaban dificultades cuando intervenian
Jeices “falsas”, raices de ntimeros complejos. De aqui Ia necesidad
fle obtener aproximaciones de dichos valores. Era imprescindible,
for ello, la creacion de un nuevo algoritmo, el de las series. Pero
o s6lo este algoritmo va a mostrarse fecundo en el terreno alge-
ihraico. La sumacién de series se presenta como clave para el ma-
“ejo del infinito. Las progresiones, por ejemplo, o las sumas de las
iotencias sucesivas de los nimeros cuadrados, piramidales, etc., se

i

9

3
i

iiPaso de Ia Aritmética a lo infinito Y. con ello, a la posibilidad ds
Jkefinir ¢l concepto de funcién sin apoyatura imaginativa o de intui-

fion sensible alguna.
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El propio LEIBNIZ, en carta a FONTENELLE de 12 de julio de 1702/
sefialaba el entronque entre el estudio de las series y el célculo in-
tegral :

He observado que hay dos formas de llegar a las sumas de las
dreas o a las rectificaciones de las curvas por el infinito: una
por los infinitamente pequefios, o cantidades elementales, de los:
que se busca la suma; otra por una progresion de los términos
ordinarios de los que se busca la suma o terminacién cuando s
finaliza en lo que envuelve el infinito..., y este método difiere
toto genere de nuesiro cdlculo de las diferencias, de las sumas,

Ahora bien, el concepto de serie y el de suma de una serie, tal
como aparece en la literatura matematica de la época, resultan de
una vaguedad inconcebible actualmente. Para poder realizar tal

suma, la seric ha de ser convergenie, pero el concepto de conver-y-

gencia no se adquiere con nitidez hasta muchos afios después. Asi, se 3
obtienen errores francamente fuertes, con interpretaciones cierta-
mente curiosas. GiNo Loria, hablando de este pericdo narra las
andanzas y desventuras de GUIDO GRANDI en los terrenos del ané-

lisis. La reproduzco a continuacién por su interés:

Por su parte GUIDO GRANDI, docto eclesidstico que fue uno de"‘.}
los primeros, en ltalia, en usar andlisis leibniziano, al obte-_,‘;
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de la suma de los términos de una progresién geomérrica, ha-
ciendo X = 1 —sustitucicn de cuya legitimidad, por entonces,
nadm dudaba— obtuvo el siguiente resultado:

1
—_—=1—1l4+1—14...
2

Ahora bien, segiin se escriba esta relacién bajo una u otra de
las dos formas siguientes

1
(l)—-2 =1—D+0—1+...
1
(2)—;—:1—(1—1)—(1—-1)-—-... =1—0—0-—...

se encuentra como valor del segundo miembro 0 o bien 1, re-
sultados estos absurdos y contradictorios entre si.
Y bien, el buen sacerdote no tuvo escriipulo alguno en expli-
] _
car la presencia de —— como valor medio entre 0 y 1, asegu-
2
rando que la formula (1) era la expresion matemdtica del mun-
do de la nada ®.
1 .
La férmula =1—ux + x*— x* +... es la expresi6n
1+ x

ner la férmula

xt 4+ 1
xodx == . que sirve para calcular el

n+1

Q

drea de una pardbola de orden superior, la aplicd imprudente-’
mente al caso n = —1, obteniendo un resultado infinito; ade-|
lantindose, luego, a considerar valores del exponente menor qut
—1, para interpretar geométricamente su resultado, introdujo;
juntamente con WALLIS, la inconcebible nocion de “espacios’
mds que infinitos”, defendiéndola con una obstinacion digna de’
mejor causa, contra matemiticos mds razonables que él. Ei:

mismo matemdtico, un buen dia, partiendo de la conocidaf‘
1 ‘ ;

formula = 1 —x + x* — x* +... que se obtienc|
1 4+ x 5

+de la serie geométrica alternada, cuya convergencia Unicamente estd
ducgurada cuando la razon es menor que la umidad. Pero esta con-
Jlicién ni la impuso MERCATOR —primero, al parecer, en publicar-
la— ni sus inmediatos seguidores, como se observa en el caso de
AGRANDL

Bl puro algoritmo.

Los discipulos de LzeisNiz perfeccionan el Célculo, pero en su

aspecto instrumental. El aspecto de fundamentacién del mismo que-

fa en un segundo plano. En este terreno puede citarse a los BER-

NOULLI y, sobre todo, al suizo LEONaRDO EULER, de quien ARAGO
gxclamé :

* Gino Lomia: Mistoria sucinta de la Matemdtica. Ed. Iberoamericana,

JBuenos Aires, 1948, pp. 117-8.
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EULER calculaba sin esfuerzo aparente, de la misma manere

que los hombres respiran, o las dguilas se sostienen por si mis-
mas en el aire.

En sus trabajos, EULER se apoyaba en un oscuro paso al lmite,
sin formulacién explicita. Buen continuador de LEBNIZ, perfeccio-
nard las notaciones e introducird, ya de modo definitivo, los sig-

nos e para el mimero trascendente base de los logaritmos neperia- "

nos; i para la unidad compleja; las funciones trigonométricas, don-
de fija el signo = para expresar la relacién entre la longitud de la:
circunferencia v su didmetro. ..

En el aspecto exterior, sus escritos se bresentan, en general, con
férmulas en continuos desarrollos en serie. Asl, define el miimero e,
las funciones exponenciales ¢, e*, las trigonométricas sen x, cos x, .
Ahora bien, la ausencia de una auténtica preocupacién por los fun.

damentos de la disciplina a la que dedica sus esfuerzos le lleva a E
no destacar la convergencia o no de cada uno de tales desarrollos.
Aunque como buen matemético ~—quizd EULER sea el mis grande 4 mente, el origen de ambos conceptos. La integral surge como ftal
algoritmico de todos los tiempos—, sabedor inconsciente de la im- Y 4rea, como suma de cantidades infinitesimales, cantidades que en la
3 tepresentacién intuitiva eran “algo”, hasta un breve segmento. Y su
’ unidn debia serlo igualmente, La atencidn recaia, al dar una ex-
% plicacién de los fundamentos, mas sobre la existencia de esos obje-

) Atos concretos e intuibles de tangente, normal, drea, infinitésimo....
tras esta advertencia, se permitirs sumar la serie 2 x* y obtener, que sobre el modo de obtenerlos. Modo que sélo se pondrd de ma-
| nifiesto en el siglo x1x de forma rigurosa al hacer desaparecer 2l

4 concepto en si de integral, o el de diferencial, para dejarlos reducidos

portancia que este punto tiene para el manejo de la suma de una

serie, llega a solicitar del lector matematico extremada atencidn para’

el empleo de este tipo de algoritmo. Sin embargo, el propio EULER,

-0
nada menos, que 0 para tal suma.

El ejemplo de EuLER puede servir de modelo. Sus escritos son

siglo después. Pero EULER, maestro en el mangjo del Céalculo, maes-

iro en el logro de nuevos capitulos de la Matemitica, enriquecedor
de la misma, no podia ser considerado como maestro alguno en -

el rigor y la precisién de sus demostraciones.

De este enfoque no se puede extrafiar nadie de. que la Mate. #
matica espafiola, muy tarda en ponerse al corriente de Ia Matems-
tica mundial, viera cémo la introduccién del Calculo diferencial e
lntegral apareciera °n un libro dedlca?d.o a la navegacién, com? 1ms- mente, el siglo XIX pone el acento en un tercer punto, el de pasar al
trumento para el cilculo de las condiciones veleras de un navio. e Y jite 1a expresién obtenida cuando diferencial de x tiende a cero,

1Y la clave del proceso de diferenciacién se quiere, precisamente, que

el Examen maritimo, de JoRGE Juan, publicado en 1771.

s

al exterior, de casi idéntica factura de los que podrdn observarse up -
T—
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Posibles explicaciones.

Quizi la clave de tal ausencia de rigor se encuentre en la con-
| sideracién “intuitiva”, objetal de los elementos manejados. El 4rea
determinada por una curva y un cje, o el volumen engendrado por
una superficie, eran algo “concreto”, casi material, La integral que
permite calcular tal drea o volumen ha de representar a la misma,
:por lo que una trasposicién ilegitima, aunque de hecho posible,
| puede conducir a considerar tal integral como un objeto de la misma _
‘tspecie o categoria que el drea o volumen, puede conducir a una
identificacién conceptual de ambos elementos, Anilogamente, 1a not-
mal o la tangente en un punto de la curva, la velocidad o la acele-
ncién de un mévil son nociones intuibles, casi visibles. Por la mis-
ma ilegitima trasposicién anterior, puede considerarse que la dife-
rencial es un objeto. Integral, diferencial, como objetos o conceptos
| abstractos poseyendo una realidad en si.

Junto a esta posible explicacién hay que tener presente, igual-

Jjameras definiciones de un procedimiento de cilculo que se encontra-
ba subyacente en ambos casos: el paso al iimite. Es decir, dada una
1funcioén f(x) y un punto x, se obtenfa el cociente incremental

fx)— f(x) Af

K X — X Ax

42 continuacién se intenta realizar una simplificacién que impida la
0
1aparicién de expresiones indeterminadas de la forma ——. Final-
0

P
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sea este paso al limite y no el quedarse en el mero cociente incre-

mental, aunque se hablara de la “razén ltima” del mismo como
df ‘

-———, 0, en la notacién de LAGRANGE, a f(x). Sise
dx

queda en este cociente es que se considera a los incrementos de la

funcién y de la variable independiente como cantidades o niimeros,

como algo existente en sf, y no como la-indicacién de una posterior,

pero inmediata operacién. Si dichos incrementos pueden conside

rarsg como diferencias pequefias en relacién con las cantidades que

. i

equivalente a

intervienen en el cdleulo, no se puede considerar al cociente

dx
como el cociente de dos nimeros més pequefios que cualquier ni-

mero real dado, como la “razén ltima” idéntica a la derivada.

La critica de Berkeley: “El Analista”.

Si los matemdticos aceptaron el nuevo cdleulo como panacea

para la resolucién de numerosos problemas sin preguntarse por la

justificacién dltima del mismo, o envolviendo a esta en una cierta

nebulosa o “mistica de los indivisibles”, algdn filésofo seiialaba tal :

cardcter de nebulosa. El mds representativo de esta tendencia critica

fue el obispo irlandés GEORGE BERKELEY. Su obra, muy breve —s6lo
104 pédginas—, El Analista. Su objetivo, atacar la fe de los in- &
crédulos matemdticos en algo confuso, casi inadmisible. Su fecha °

de publicacién, 1734. El fuerte escandalo provocado entre los ma

temiticos britdnicos hizo que a este libro se le considere como mar.

—cando

un punto de transformacion en la historia del pensamiento ma-

temdtico en Gran Bretafia®.

BERKELEY se dirige, més que a la forma expresiva, como hi-

ciera TACQUET respecto al estilo de los indivisibles, contra el concep-
to de infinitésimo y el comsiguiente manejo del mismo. Admite los °
resultados que se consiguén por este método y pretende dar una ra- -

z6n de la exactitud de los mismos. Quizd uno de los puntos més

* F. CaORI: A history of the concepcion of limits and fluxions..., 4
pdgina 89. Tomado de J. NEwMANN, Sigma, vol. 1, p. 211. Ed. castellana ]

Grijalbo, Barcelona, 1968.
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ieresantes esté en sefialar que el método de trabajo de los mate-
biticos, la obtencién de sus resultados, se realiza mediante un pro-
wo inductivo y no por via deductiva como se pretendia o como
Msta algunos matemdticos creian. Es interesante entresacar algunos
firafos e interrogantes de este “Discurso dirigido a un matematico
ifiel”,

No tengo ninguna discrepancia en cuanto a sus conclusiones,
sino sélo en cuanto a su légica y método: ;Cémo lo demues-
tra?, ;de qué objetos se ocupa?, y, ;los concibe claramente?,

{sobre qué principios procede?, ;cudn vélidos pueden ser? y

icomo los aplica?...

El gran autor del método de los diferenciales se dio cuenta de
esta dificultad y, por ello, aceptdé aquellas graciosas abstraccio-
nes y metafisicas geométricas, sin las cuales se apercibié de qus
no podia hacerse nada sobre los principios dados; y el lector
juzgard lo que habia hecho con ellos, en la forma de la de-

1 . mostracién. En realidad, debe reconocerse que utilizaba los

4 diferenciales al igual que los andamios de una construccidn,
como cosas que debian ser dejadas a un lado o librarse de ellas,
tan pronto se encontraran lineas finitas proporcionales a ellas.
§ Pero, entonces, estos exponentes finitos se encuentran con ayuda
de los diferenciales. Por tanto, todo lo que se obtenga por medio
de dichos exponentes debe adscribirse a los diferenciales que,
por ello, deben suponerse previamente. ;Y qué son estos di-
ferenciales? Las velocidades de incrementos que desaparecen.
¢Y qué son estos mismos incrementos que desaparecen? No
son cantidades finitas, ni cantidades infinitamente pequefias, pero
| tampoco son nada. (No podemos denominarlas los espiritus
1 de las cantidades desaparecidas? .

Pocos afios después, D’ ALEMBERT insistird en los mismos puntos.
P

Jfirmard :

Querria saber qué idea clara y precisa se puede esperar que
surja en el espiritu por una definicion parecida. Una cantidad es
i algo o nada; si es algo, no se ha desvanecido; si no es nada esici
desvanecida totalmente. Es una quimera la suposicicn de un es-
tado medio entre los dos anteriores ¥,

4 ** En Sigma. 1, p. 214.
i * De J. RUYTINX, p. 316.
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ero exeluido, aunque quizd
el principio de identidad
d 4 = B, agregar un “in
para luego hacer desaparecer

Su ataque, contra el principio de terc
hubiera sido mas propio hacerlo contra
ya que lo que se hace es dar una igualda
finitésimo™ a 4 y quedar 4 + ¢ = B,
este infinitésimo “e”, '

Interrogante 4.—;Puede decirse adecuadamente que los hom-§
bres proceden segiin un método cientifico, sin concebir clara-
mente el objeto sobre el que tratan, el fin propuesto y el mé
todo por el cual se persigue este fin?. ..

Interrogante 16.—;No son corrientes entre los analistas cier- !
tas mdximas que chocan al buen sentido? Y, 4It0 se cuenta
entre ellas el supuesto comiin de que una cantidad finita divi- o
dida por nada es infinita?. .,

Interrogante 31.—Alli donde no hay incrementos, ¢puede exis-
tir una ratio de incrementos? ;Puede considerarse que “nada”’.
sea proporcional a cantidades reales? Hablar de sus Droporcio-
nes (mo es decir sin-sentidos? ;(En qué sentido debemos en-
tender la proporcién de vna superficie a una linea, de un 4rea s
una ordenada?

Interrogante 63.—Los matematicos, que gritan contra los mis-
terios, ¢han examinado alguna vez sus propios principios? %,

1y de las
{* los compara con las cantidades propuestas respecto a las cuales
{os infinitésimos o diferenciales pueden considerarse como nulos, y
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iz 1a suposicién falsa que se hace al considerar una cu
nal de infinitos lados, cada uno de los cuales, supuesto un infi-
tésimo que al ser prolongado se convierte en tangente a la curva,
compensa en el proceso del cilculo en el cual se retienen tnica-

rva como poli-

jnente cantidades infinitesimales del mismo orden. Con ello BEr-
{EELEY Do viene a decir otra cosa que las diferenciales son cantidades

troducidos en el cdlculo a fin de facilitar la expresion del mismo

condiciones del problema. Una vez realizado dicho cilculo

mtonces se deben eliminar tales diferenciales o momentos de Ias
fuaciones en que se encuentren para hallar ¢l resultado completo.

Explicacién que el propio BERKELEY resume con las palabras

en virtud de un error doble, llegamos, si bien no a una ciencia.
5i a una verdad.

(onsecuencias.

La critica realizada por BERKELEY a los fundamentos del Célcu-
b diferencial es uno de los elementos que contribuyen a la paraliza-
tion del trabajo matematico inglés durante el siglo xviii. Pero no fue

“flemento tnico. Junto a él se encuentra el derivado del poder inmenso
iile NEWTON que, con su prestigio, orienté decisivamente a los ma- .
demdticos insulares contra la obra Y notacién de LEIBNIZ y sus dis-

— Explicacién del éxiro.

Al no tener discrepancia alguna en cuanto a las conclusiones del ]
Calculo diferencial, BERKELEY s¢ ve obligado, tras la critica, a dar;
alguna explicaci6n o justificacién de Ia validez de los mismos. Esta )
justificacin serd seguida por matemdticos como Mac LAURIN —que
contribuird a clarificar, por una parte, el método; pero por otra, E
volverd a utilizar los recursos cldsicos, sin la notacion criticada por 3
BERKELEY, para escapar a su critica—, LAGRANGE, CARNOT... No
s otra que la “compensacién de errores™. Los errores que proceden *

* Sigma, vol. I, p. 215.

Jtecho mismo de que vna notacién, de
imo adecnado influyera de modo tan
Hisciplina, permitird un cambio de

J{ngleses del siglo x1x, que les hara ¢

livo, Io que no ocurria con Ja elaborada por N
mientras en el Continente se desarrollaba la
liginoso —con el consiguiente peligro de g
potencia para resolver problemas técnicos
tiencia de la naturaleza mds—, en las
mdtico quedaba rezagado durante t

EWTON. De esta forma.
Matematica a ritmo ver-
ue, por su extraordinaria
se confundiera con una
Islas Britdnicas el trabajo ma-
odo el siglo. Sin embargo, el
que la eleccién de un simbolis-
decisivo en la evolucién de una
mentalidad en los mateméiticos
olocarse a la cabeza del THanejo
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formal simbélico, con la consiguiente ampliacién de los signos ope:
ratorios sobre conjuntos cualesquiera y no solamente numéricos. Eflo
pertenece, ya, a otro capitulo, el de la ambigiledad nétacional qu¢
dicha ampliacién puede entranar.

Caracteristica estilistica: Un ejemplo.

Ya he sefialado cémo, desde un aspecto exterior, los escritos ma
termndticos de la época, se muestran como permanentes desarrollo
en serie, y plagadas sus pdginas de signos de integracién y deri
vacién, con muy poca literatura escrita en lengua vulgar que pue
de ser latin o la lengua propia' del matematico. Esta, ademds, s
dirige a problemas que no conciernen de mddo directo a la Mate
mdtica, sino a temas de las ciencias de la naturaleza. Asi, a las artes’
de 1a navegacién, arquitectura, ingenieria, etc. Pero obteniendo da,‘;
estos temas nuevos logros estrictamente mateméticos, avalando la
afirmacién del proceso dialéctico entre las ciencias de la natura]e?a i
como estimulo para la Matemadtica abstracta. '

Naturalmente, este enfoque de la Matemdtica es el que predo-
mina. Aunque siempre hay otros temas y otros estilos: los BsR:;
NOULLI o el propio EULER cuando escriben sobre temas topoldgicos, i i
por cjemplo, el de los puentes de Konisberg. Voy a tomar como™
ejemplo un texto de EULER, De Curvis Elasticis, Apéndice pnmero 3
de su Methodus Inveniendi Lineas Curvas Maximi Minimive Proprie-;
tate Gaudenies de 1744. Primer tratado sistemitico de las curvasy
eldsticas, aplicacion del problema isoperimétrico de maximos y mi-?
nimos, el interés estriba en el método de estudio empleado por
EULER y por todos los matematicos de la época. A partir de un fe-;
némeno fisico el estudio se hace en una primera fase estnctamentw
analitica; después, ya se habla de la materia propia a estudiar, aun-]
que siempre envuelta en ¢l ropaje del simbolismo matemdtico. Asi, en’
este ejemplo, una primera parte —los tipos de curvas eldsticas— es;
materia tratada matemiticamente; la segunda, dedicada a las os-
cilaciones de una lamina eldstica, se.orienta mds propiamente a la
dindmica. S6lo reproduzco, por el tema de este libro, unos muy bre-|
ves pasajes, de entre los més matematicos, de la clasificacién de las?
curvas apoyada en una ecuacién diferencial de la que puede obte-

PR

imi Minimive..

im XX, 1933, pp. 72-160.
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¥rse, entre otras cosas, las integrales elipticas, aunque en otros pa-

jes aparezcan ecuaciones diferenciales de hasta cuarto orden ?.

ENUMERACION DE CURVAS ELASTICAS.

14, Como observamos desde ahora que el circulo no es el
7 tinico incluido en las clases de curvas eldsticas, sino que hay
una variedad infinita de tales curvas, valdrd la pena enumerar
todos los distintos tipos incluidos en esta clase de curvas. De
esta forma no sélo el cardcter de esas curvas serd percibido
més profundamente, sino también, en cualquier caso que se
presente, serd posible decidir de la mera figura en qué clase
puede incluirse la curva formada. Se hard aqui la lista de los
- diferentes tipos de curvas de la misma forma en que las clases
de curvas algebraicas se incluyen en un orden dado enumerado
comunmente.

15. La ecuacidn general de las curvas elasticas es

' =+ Bx+vyxHdx

dy

Vea—(+ 8x+ x5

que, si el origen de abscisas se traslada sobre el eje la dis-

B @
tancia ———, y si a* se escribe {0 se hace y = 1),
2y Y
toma la forma mds simple
(e« + xHdx
dy =
VE—G ¥ o
Perocomo a* — (o + 2% = (@® — « — ) (@® + « 4+ x%), sea
& — a= ¢ es decir, « = @® — & y la ecuacidn se tras-
formard en
(@ —c + 1aDdx
dy =

VE—PCE—F D)

2" De Curvis E!asticis._Ap. I a Methodus Inveniendi Lineas Curvas Ma-
» Tradn. inglesa realizada por QLDFATHER, ELLIS ¥ BROWN.
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Sea el cardcter de la curva AMC (ver figura) el expresado po
esta ecuacién, y la abscisa 4P = x, y la ordenada PM = ¥
Entonces, como 8 = 0, la direccién de la fuerza que curva |

cinta eldstica serd normal al eje AP en el punto 4, y enton-
ces AD representard la direccién de la fuerza actuante. Fsta -

2Ek*
fuerza serd igunal a
a‘!
absoluta.

dy a—

16. Si x = 0, entonces

dx sy 28— &

presién da la tangente del 4ngulo que la curva AM hace con ]

o —c*
el eje AP en A, el seno del cual serd igual a

az

cual, si @ = <=, ]a cinta serd.normal al eje AP en el punto 4,
2ER?
y no tendra curvatura, porque la fuerza curvante
2

aparece. Ademds, en el caso en que &
de la cinta aparece, es decir, la linea recta. Esta, entonces, cons-

tituye la primera de las curvas eldsticas, que representa la linea

recta AB prolongada al infinito en ambas direcciones.

donde Ek® expresa la elasticidad 1
. Bsta ex-
. Porlo |

des-

e, la forma natural

4

i

Blas -
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22.  Ahora aunque para el punto C es conocido que la abscisa
es AE = ¢, sin embargo, la distancia EC no puede ser deter-
minada excepto por integracién de la ecuacién

. (@F—E+ P dx

dy

VE—H@ =15

Porque si después de la integracién x se hace igual a ¢, el
valor de y dara la distancia CE, que tomada dos veces dard la
distancia 4B, o el intervalo Dd que hay entre los didmetros.
Andlogamente, la integracién serd necesaria para determinar la
longitud de la cinta curvada AC. Ya que, si el arco AM = g,

& dx

ds

V{E—x)QRE—E + 1)

¥y su integral, valorada para x = ¢, dari la longitud de la cur-
va AC.

X e
[Nota traduccion inglesa: Si — = u, v = k% entonces
¢ ¢ —2a*
& du
5= . €5 decir, segun la
Vg — 2 V{Ii— ({1 — &

definicién de LEGENDRE, s es una funcién eliptica de primer or-
den. Por la misma sustitucién, y se transforma en y=+V2gd ¢

1 a du _
. du _— -
R - Vig—a& Va5 0 — k5

El primer término del segundo miembro es una integral eliptica
de segundo orden, y el segundo miembro no es otro que la in-
tegral de primer orden. De aqui que la integracién de s y de v
no pueda ponerse en forma condensada.]

23. Abora como esas férmulas no admiten integracién, se pro-
curard expresar convenientemente por aproximacion los valores
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del intervalo AD y del arco AC. A este fin, sea V& —#=
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Con ayuda de estas integrales tenemos

de donde na B¢ 12-3¢ ¢
(@—72) a'dx AC=——-(1+ + +
PM =y = dxy AM =s= ——— 2)/2 2 2@ 24 ag
IVIF—2 z V2a—7 1235 ¢
‘ + R
Expresados como series M. 46 B
1 1 2z 137z 133 3 & 3 4
= (1+1l4' + t— AD = - {1—— C— — —5— : —
Vid—2 aV2 \ @ 4.8 & 48] w72 \ 2 1L 2 2 3 4g
zﬁ
+ .. §. de donde Si, respectivamente, AE = ¢ y AD = b son conocidos, de esas
at ecuaciones se determinardn la constante @ y la longitud de la
1 a 1 z i-3 22 .1-3.5 7 curva 4AC. Reciprocamente también, conocida la longitud de
5= e —— + . esta curva AC, y la constante a por quien la fuerza externa esta
V2J\z 4a 48 ¢ 4-8-12° & determinada, serd posible hallar las distancias AD y CD.
1 z 1 2 1-3 £ 1-3-5
§— Y = — —_ - + + ;
y V2 (a 4 & 4-8 a 4-8-12 ' 2
7 4. La reaccién,
+ .. Jdx
a He insistido en que el siglo xvHI ve una ampliacién enorme de

94. Como deseamos esas integrales \inicamente para el caso‘
x=c, en el cual z =0, entonces pueden ser expresadas cofdy;
venientemente con ayuda de la circunferencia del circulo. Supoj
niendo que la razén del diametro a la circunferencia es com:l;.

lam,
dx

Ve—x

Ahora de la misma forma las siguientes integrales se determina_

2

o

¢ wc? e 2-4 2
zdx=1,— | Pdx=———0¢
o 2 o 13 i
e 1-3-5 « Te 1-3-5-7 =«
Fdr = ————¢* {.z"dx=——-——ca
L 2.4-6 2 Jo 2:4:6-8 2

bs campos de la Matemdtica, pero no en su aspecto comceptual
il riguroso expresivo, sino en ¢l meramente algoritmico, calculador,
AMADEO FRaNcCISCO FREZIER, gedmetra francés de no muy gran
restigio, llegaria a exclamar, cargado de melancolia,

..hoy, la geomerria no estd de moda y para pasar por cientifico
hay que hacer ostentacion del andlisis.

Algunos mateméticos intentaran reaccionar ante los errores que
i cometen en el andlisis, ante su ausencia de fundamentacién. Asi
ALEMBERT —quien realiza la primera demostracién no circular,

“fomo reconocié Gauss, de que los mimeros complejos permitian
“resolver ecuaciones algebraicas de grado cualquiera y no sélo las de
Jegundo—, publica en la Enciclopedia articulos en los que ya se

fefinen de manera rigurosa y con toda claridad conceptos como los
ie limite y derivada, agregando que ambos constituyen toda la

Jmetafisica del cdlculo infinitesimal”. Metafisica a la que CArNOT
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habia dedicado un libro con ese titulo precisamente. En cuanto 2
las series, por ejemplo, D’ALEMBERT se referird a su uso, sefialando
como clave la convergencia de las mismas:

Todos los razonamientos fundados sobre series que no son con- 3
vergentes, me parecen muy sospechosos, aunque los resultados ]

- .

estén de acuerdo con las verdades conocidas .

El rigor: Cauchy,

Corresponderd a CaucHy el mérito de iniciar —junto con Gauss,
aunque quizd con mayor repercusién, dada su posicién como profe-
sor en la Escuela Politécnica de Paris, centro comunal de la Ma- 7
temdtica del mundo en esos momentos—, y de modo ya definjt.ivo.
la vuelta al rigor expresivo y conceptual en la Matem4tica. Conscien- -
te del enfoque, pricticamente revolucionario, que da a su obra, en 3
su Analyse algébrigue, de 1822, CaucHy afirma :

He tratado de dar a los métodos todo el rigor que se exige en -
geometria, sin acudir jamds a los argumentos tomados a lo ;
generalidad del digebra. Tales argumentos, aunque bastar.ue
admitidos comiinmente, sobre todo en el pasaje de las series
convergentes a las divergentes v en el de las cantidade_s reales
a las imaginarias, se me ocurre que no deben ser considerados
sino como inducciones adecuadas a veces a hacer presentir I
exactitud y la verdad, pero que no estdn de fzcuerdo con la
exactitud ran reputada de las ciencias matemdticas. Adems,
debe observarse que ellas tienden a airibuir a las férmulas al-
gebraicas una extension ilimitada, mientras que en la realidac.i,
la mayor parte de esas férmulas subsisten vnicamente bajo
clertas condiciones y para determinados valores de las cantidades
que ellas encierran. Determinando esas condiciones y esos valo-
res, fijando de una manera precisa el sentido de las notaciones
que utilizo, toda vaguedad desaparece ¥,

Déndose cuenta de que la base de todo el analisis se encuentra
en el concepto de funcién, CaucHy pretende aprehender este con-

* De REY-PASTOR: La Matemdtica superior,
pégina 220. El texto de D'ALEMBERT en Opusc. Ma

* DE REY-PASTOR-José BABINI:
E. C., Buenos Aires,

Ed. Iberoamericana, 1951,
th. 5, 1768, p. 183. 1

Historia de la Matemdtica, p. 288. Ed. '
‘ 1
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. cpto manejando una definicién muy parecida a la que hoy se utiliza.
1 5e debe observar a este res

pecto que ni PascaL, ni DESCARTES, ni
LEiBNIZ, ni NEWTON, a pesar de que manejan el concepto de “curva™
¢ trayectoria, se ven obligados a considerar que tal curva o tra-

{ yectoria no es otra cosa que la gréfica de una funcién, de una cierta

correspondencia entre dos conjuntos que son, para ellos, como para

el mismo CaucHy, exclusivamente numéricos. En todo caso, en-

tuentran que ciertas curvas pueden expresarse de modo analitico

I por expresiones algebraicas, pero no ven en éstas el enunciado de
{ relacion funcional alguna.

Juato al mérito de darse cuenta de Ia importancia que una

Jeprehensién rigurosa del concepto de funcién presenta para la

Matemdtica, CAUCHY tiene también el indiscutible mérito de poner

den luz, y esta vez de modo definitivo, el paso al limite que se en-
jjtontraba subyacente en toda la obra matemadrica del siglo ¥ medio

anterior. Tomandola  como operacién originaria, CAUCHY puede ob-

{tener los conceptos de funcién uniforme y de derivada de una
Jluncién. Con ello realiza l1a definitiva supresién de la metafisica en
qtste terreno del andlisis, ya que la existencia de la propia derivada
jbuede demostrarse por un proceso estrictamente analitico y no
4apoyandose en la imagen intuitiva de la tangente 0 la normal que
jimplicaban la admisién, sin mds, de tal existencia. Incluso la defi-
{uicién de tales conceptos geométricos
Jdia de la definicién anterior Y 0o causa de la misma.

pasaba & ser mera consecuen-

A pesar de este esfuerzo clarificador del andlisis, CaucyHy tam-

{bién tendrd sus propias oscuridades. Asi, el hecho de que una fun-
ltion sea continua en un intervalo, por ejemplo, se define por la
{rondicién de tener derivada para todos los valores de la variable
Jindependiente en dicho intervalo: lo que mantenia la imagen in-
jluitiva de poseer tangente la curva representativa en todos sus puntos.
{Por las mismas fechas,
fiormente se denominaria “patoldgica”
e su intervalo de definicién, pero
tada uno de dichos puntos. La func
fin embargo, no tendrd difusidn, yla
e funciones se difundird solamente a

BoLzaNo construia una funcién, que poste-
» continua en todos los puntos
carente de derivada finita en
i6n construida por BoLzaNo,
existencia general de este tipo

vanzado el siglo.

En cuanto al célculo integral, Caucay da un radical cambio en el.
tnfoque existente. Vuelve al estilo geométrico y retoma el método

le exhaucién de Eupoxio como idea directriz, en lugar de los indi-

A e it A o o e,
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visibles. Con su conceptic de paso al limite ya puede .hacer riguroso
el método apagdgico. La integral, como antes la derivada, abando-
naria el terreno de la intuicién sensible. Se define, ahora, de un mod.O
estrictamente analitico. Para ello resalta como concepto primario
el de integral definida, empleando para definirla el método que ha
recibido el nombre de “sumas de RIEMANN" 0, como lo ha lamado
RICARDO SaN JUaN, “definicién de CavcHY”, y que debiera deno-
minarse, realmente, sumas de EuDoxio o ARQUIMEDES. La integral
indefinida, base de los trabajos de Pascal y de sus sucesores —b.asta
recordar que la sefializacién de los limites de integracién, por ejem-
plo, en el iexto anteriormente citado de EULER Sfﬂ? aparece tras
los trabajos de FoURIER, concretamente tras el Tmzt:e analyn.que de
la chaleur, de 1822— serd obtenida como consecuencia de la integral
definida; proceso inverso al seguido hasta ese momento.

El problema central de este método consiste €N asegurar _la con-
vergencia de dichas sumas hacia el drea de la _flgura dc:fmlda por
una funcién continua cualquiera, 1o que se consigue gracias al con-
cepto de limite.

Con ello, ademds, CaucHY hace otra contribucion importante, 'la
de sefialar la importancia que tiene el problema de {al convergencia,
aunque, consciente del hecho, tenga que lamentar el abandono e
las series divergentes en aras del rigor:

Me he visto obligado a admitir diversas propo:viciqnes que pa-
recerian algo duras: por ejemplo, que una serie divergente ca-
rece de suma™.

—Pasarlo de este punto a los desarrollos en serie, es inmediato. De
esta forma, CAUcHY ha de precisar el concepto de serie convergente.

terios para la determinacién de tal convergencia. Lo cual se resuelve

por comparacién con series previamente conocidas, que sean mayo- -

S mi ) Y se convierte en el primero - C L
rantes o minorantes de la dada. Caucu P -| EVARISTE GaALo1s, en su testamento cientifico dirigido en forma de
-{carta a su fiel Auguste CHEVALIER -

antes que el propio Cauchy, la distincién fundamental entre conver- ;

de los que se pudieran llamar criteridlogos. En esta labor pronto s
verd acompafiado por NieLs HENRIK ABEL, quien llega a precisar,

gencia simple y convergencia uniforme.

3 En REY-PASTOR, La Mat. sup. p. 219,
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2. VIDAS PARALELAS: ABEL-GALOIS.
El espiritu que anima Ja obra de CAUCHY es un espiritu de rigor,

continuado por todos los matemiticos del siglo xix. Parece llegado
el momento de realizar una revisidn y sistematizaciéon de lo mucho

4 conseguido. Es fenémeno que se puede observar en dos jévenes mate-

miticos casi contemporineos, muy distintos en estilo y forma de

vida, pero unidos por un mismo espiritu, que se pudiera denominar
§ romantico. Los dos jovenes son el noruego NieLs HENRIK ABEL,
1 nacido el 5 de agosto de 1802, en Find, y muerto de miseria y
tuberculosis el 6 de abril de 1829, en Friland: veintiséis afios, ocho

imeses; y el francés EvaRISTE GaLois, nacido el 25 de octubre

ij de 1811, en Bourg-la Reine, y muerto en duelo, en Paris, el 31 de
4 mayo de 1832: veinte afios, siete meses.

Ambos se han formado en la lectura de los trabajos de Eurer

¥y de LAGRANGE, pero donde han aprendido a “tratar” la Matemadtica
‘1 es en los libros de CaUcHY. Y este trato no es otro que el manejo
+| del rigor. Para mayor paralelo —los dos son los segundos hijos de

| familia numerosa, de padres fervientemente republicanos, los dos

| ligados a la Matematica hacia los quince afios, intentando resolver el
| mismo problema de la quintica—, ambos desprecian al CaucHy
"] hombre, regalista puro. A un Caucny que tendrd una decisiva ac-

| tuacién en cuanto al no reconocimiento publico de ambos, ya que

| pierde o no informa las memorias que estos dos matemdticos envian
Jala Academia de Ciencias de Paris, auténticas obras maestras de
| la Matematica. Igualmente ambos, tras el fracaso académico, con-
4 fiardn en el mismo matemitico, de su generacion : CARLOS GUSTAVO

{ Jacor Jacosl, nacido el 19 de diciembre de 1804 ¥y muerto el 18

*| de febrero de 1851. De ¢l, NieLs HENRIK ABEL, ya en su lecho de

i i ;. muerte, dird a su prometida :
Conseguido lo cual, se verd constrefiido a averiguar y formular cri- P

Jucobi es el inico hombre que me ha comprendido.

Pedirds piblicamente a Jacobi o a Gauss dar Su opinidn no so-
bre la verdad, sino sobre la importancia de los teoremas.

Después de lo cual se encontrardn, espero, gentes que encon-
trardn su provecho en descifrar todo este galimatias.
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a) NieLs HENRIK ABEL: “encontrar la razon”.

NizLs Henrik ABEL @ heredero del espiritu de rigor iniciado por
CAUcHY, tratard de “encontrar la razén por la cual las ecuaciones
hasta el cuarto grado son resolubles y no las demds”. El objetivo
se cifra no en resolver unas u otras ecuaciones, el objetivo se con-
vierte en buscar la razém, la causa \ltima de un resultado y no
el resultado mismo. Su espiritu critico se acentia a lo largo de su
brevisima vida. Asi, en las cartas que durante su viaje de estudios

por el Continente europeo escribe a sus amigos noruegos, va preci- -

sando sus ideas en cuanto a la naturaleza y método de la Matema-
tica. En Carta de 16 de enero de 1826, dirigida a HoLMBOE —quien
fue su descubridor en la escuela, convertido en amigo, financiero v,
finalmente, editor de sus obras completas, ya muerto ABEL—, escribe:

Las series divergentes son en su totalidad una invencion del
diablo, y es una vergiienza que se intente fundar en ellas
demostracién alguna. Utilizandolas puede ~obtenerse lo que
se quiera; han producido mucho mal y provocado muchas
paradojas. Imaginese nada mds ridiculo que decir
‘ 0=1—204+32—4" 4 ...

donde n es un entero positivo. Risum teneatis amici. Mis ojos
se han abierto sobre este hecho sorprendente: no existe en el
conjunto de las matemdticas, salvo para casos simples como,
por ejemplo, las series geométricas, prdcticamente ningura serie
infinita cuya suma haya sido determinada con precisién; en
otras palabras, las partes mds importantes de las matemdticas
estdn sin fundamentos. La mayor parte es correcta, lo gue es
verdad y muy sorprendente. Me ejercito en halldr la razdn;
es un problema muty interesante. No creo que poddis citar mu-
chos teoremas en los cuales aparezcan series infinitas y donde
no pueda hacer a la demostracion objeciones bien fundadas.
Ensayad y respondedme. La misma serie del binomio no ha sido
derivada rigurosamente... Volvamos a mi ejemplo. Sea a, +
+ a; + a, + a; +, etc., una serie infinita. Usted sabe que un
método usual para hallar su suma consiste en determinar lo
suma de la serie a, + ax + a:x* + a;x* + ..., y en seguida po-

3 Y ag citas de N. H. AreL, de Obras completas editadas por SyLow-LIE,
2 vols. 1881, Pueden encontrarse muy buenas referencias en la quizd un
poco anticuada biografia de PescLouan, Ed. Gauthier-Villars, Paris, 1906. En
castellano, “Niels Henrik Abel”, de J. pE LORENZO, Tercer Programa, mi-
mero 1, Madrid, 1966, pp. 77-118.
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ner x =1 en el resultado. Esto puede ser correcto, pero me
parece que no puedo aceptarlo sin -prueba ya que, si se de-
muestra que f(x) = a, + a;x + a,x* + ... para todos los valores
de X que sean menores que 1, no debe seguirse necesariamente
de alli que la misma cosa sea verdad para x = 1. Quizd la serie
ay + aX + ax® + ax® + ... tiende hacia un valor distinto que
4 +a, + & + ... cuando X se aproxima cada vez mds a 1.
Esto es evidente en el caso general en que la serie a, + a, + ...
es divergente ya que no tiene suma. He podido probar que esto
es correcto si la serie converge. El ejemplo siguiente muestra
como se puede deducir. Se puede demostrar rigurosamente que
para todo valor de x menor que =, f,x = senx — Y/, sen 2x +
+ /s sen 3x — etc. Aparentemente esta formula serd vélida para
x = n. Pero se tendria entonces

i — = senr —Y,8en 2z + Y;sen 3x= — ... absurdo.
-4 2

Con lo cual, Niers HenRIK ABEL lo que demuestra, en esta

“jrarta, es que un teorcma famoso de CaucHY, enunciade en el Curso

de Andlisis, de 1822, “sufre excepciones”. El tecorema de Caucny
Jstablecia.

Cuando los diferentes términos de una serie son funciones de
una misma variable x, continuos respecto a esa variable en el
entorno de un valor particular para el cual la serie es conver-
gente, 1a suma § de la serie también es, en el entorno de ese
valor particular, funcién continua de x.

{onceptuacién de la Maremdtica.

{ Dos meses después, su critica se hace mds profunda, si cabe.
f; dirige al método mismo empleado en la Matemadtica, conside-
gindolo como causa de la debilidad de esta disciplina, en lo que
#2 mas alla del propio BERKELEY, que lo consideraba como un he-
fho: el método inductivo. Insiste en el objetivo propuesto: buscar
 causa y dar las demostraciones rigurosas de lo ya elaborado.
-;’ipesde DRESDEN, el 29 de marzo, dirigiéndose a HANSTEEN, catedri-
{co de la Universidad de Cristiania, que habfa sido fundada en 1810,
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La Matemdtica pura, en su sentido mds estricto, debe ser en el
porvenir mi estudio exclusivo. Quiero aplicarme con todas mis
fuerzas a aportar algo de claridad en Ia prodigiosa oscuridad
que se encuentra hoy en el Andlisis. Carece hasta tal punto de
plan y de conjunto, que es verdaderamente maravilloso que
pueda ser estudiado por tanta gente, y lo peor es qie no estd
tratado con rigor. No hay mds que muy pocas proposiciones en
el Andglisis superior que estén demostradas con todo rigor. Por
todas partes se encuentra la desgraciada mania de concluir de
lo particular a lo general y es muy extrafio que con un método
parecido no se encuentre, a pesar de rodo, mds que poco de lo
que se denominan paradojas. Es verdaderamente muy interesan-
te buscar la razén. Desde mi punto de vista, ello proviene de
que las funciones de las que se ha ocupado el Andlisis hasta
ahora pueden, en su mayoria, ser expresadas por potencias.
En cuanto intervienen otras, lo que, es verdad, no ocurre fre-
cuentemente, entonces no va mis, y de conclusiones falsas deri-
van' una cantidad de proposiciones que se encadenan. He exa-
minado varias y estoy contento de haberlas puesto en claro.
Siempre que se emplea un método general, todo va bien: pero
he debido ser extremadamente circunspecto, porque las proposi-
ciones, una vez admitidas sin demostracion rigurosa (es decir,
sin demostracion), se enraizan tan fuertemente en mi espiritu
qite estoy expuesto en cada momento a servirme de ellas sin
considerarlas con mas atencion. ..

Su estilo.

No pasar nunca de lo particular a lo general, sino proceder a la
inversa; buscar el rigor demostrativo en toda proposicién, sea de
~ta que se parta, sea de la que se llegue en la busqueda. Dos prin-
cipios a los que NieLs HENRIK AREL se ligard estrechamente. A
ellos agregard un tercero, herencia de su padre, quien gustaba tener
por lema: “Quiero que todo sea tan simple que se pueda considerar
como salido sin esfuerzo”. Con estos tres principios como norma,
Niers HENRIK ABEL compondri memorias modelo de redaccidn

en su aspecto diddctico, a pesar de que en todas ellas lo esencial sez

algin nuevo descubrimiento matemitico. La claridad exigida por el

tercer principio se une al rigor exigido por el segundo para alcapzar
un nueve resultado.

He dicho, modelo de redaccién. Cada memoria se estructura en .

una introduccién, donde se expone la importancia del tema, los mo-
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tivos del trabajo; a continuacién se reconoce lo realizado por otros.
Se prosigue con la apuntacién del método —siempre de Io general

{ a lo particular, pero concretado ahora a una cuestién determinada,

aunque siempre abstracta— a seguir. Se plantean las cuesti
toda su generalidad. Se formulan los teoremas 0O proposici
en particular y se remite a la demostracién, que se da précti
completa, sin omitir, en general, paso alguno. Estilo creador diddc-
tico se podria calificar el utilizado por NIELS HENRIK ABEL, excesiva-
mente pesado quizd para una mente creadora, que preferird saltar
las etapas de la demostracién o hacerse las suyas propias; pero
realmente formativo para quien puede ser un operario de la Mate-

mitica y el resultado puede importarle, pero mds la consecucion del
mismo.

Ones en
OnRes ya
camente

b) EVARISTE GALOIS: “amigo del pueblo”.

Si EvariSTE GALois ¥ puede parangonarse con NIELS HEenrik
ABEL en cuanto a juventud, soledad, desconocimiento piiblico como

| matemadtico en vida, temas de trabajo..., muy otro va a ser su estilo.

Revolucionario apasionado, lo es tanto en su accién vital como en

su pensamiento. Pertencce, de entrada, a la Sociedad secreta “Aide-
j toi, le ciel t'aidera™. Pasa, después, a la mds radical “Amigos del

Pueblo”, donde conoce a BLaNQUI —considerado el revolucionario

| modelo de todos los tiempos—, RaspaIL, DUCHATELET —su compafie-

ro fundamental en las manifestaciones y en las estancias en prefectu-

| ras y cdrcel—, DELAUNAY y LEBON —sus dos “buenos amigos patrio-

tas”, a los cuales dirigird una de sus Gltimas cartas, escrita la noche

| que precede a su duelo—, Auguste CHEVALIER ~—hermano del célebre
{ saintsimoniano, y quizd el mis fiel amigo que jamas tuviera Evaris-

TE GALOIS—...

Si el dltimo afio de la vida de ABEL se mueve enire pobreza,
enfermedad y trabajo matemitico, el dltimo afio de la vida de Eva-
RISTE GALOIS se mueve entre manifestaciones, cércel y trabajo ma-
temdtico. El1 9 de mayo de 1831, tras la supresién de los artilleros de
la Guardia Nacional, foco revolucionario al que pertenecian los
antes citados, GaLoIS es detenido para ser puesto en libertad ¢!

*® Las citas de GaL01S, de Qeuvres mathematiques d"Evariste Galois. Ed.
Gauthier-Villars, Paris, 1962, al cuidado de Azra-BOURGNE con Prefacio de
J. DIUDONNE.
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15 de junio. Vuelve a ser detenido el 14 de julio e internado en I :
carcel de Santa Pelagia, donde se encuentra CON Sus viejos amigos;
el 23 de octubre se celebra su juicio: seis meses de cdrcel. En marzo ‘

de 1832, el dia 16, se le envia a un hospital en prevencién de la epi-
demia de célera que amenaza Paris y ser considerado GaLols un
detenido politico importante, justificador del regicidio. En mayo es

puesto en libertad condicional. Pero es provocado a duelo en cir- £

cunstancias nada claras por “patriotas” que le piden palabra de

honor de no decir nada a otros “patriotas™. EvVARISTE intenta Ja
conciliacién por todos los medios. Agotados, acude al duclo en la

mafiana del 30 de mayo. Se le encuentra mortalmente herido horas “3‘: una escuela, callarse y dejar un gran nombre en el porvenir.

mds tarde, abandonado por sus propios testigos, si es que Ios hubo.

Muere en el hospital Cochin, de Paris, a las diez de la mafiana del 31 -
de mayo, siendo enterrado en fosa comiin en el cementerio de Mont- -

Parnasse, el 2 de julio, en presencia de gran ntmero de sus corre-
ligionarios que, del cementerio, pasan a las barricadas.

Creacidn, no expresion.

A pesar de estas circunstancias, EVARISTE GALo1s trabaja en te-
rreno matemdtico. Pero, condicionado por ellas, su redaccién no
podra tener la forma acabada que se observa en los escritos de ABEL.
El propio GaLois lo advierte :

§i la redaccion siente en general la cdreel, seguramense no es
por culpa mia.

No sélo existe este condicionante. ‘También, ¢l muy propio del
“eardcter de GALOIS ¥ sus consideraciones acerca de la naturaleza y
método de la Matemdtica. Para él, el ensayo o el articulo de crea-
ci6n, en el momento histérico en el cual se encuenira —ya he adver-
tido cémo la Matemitica estaba considerada por las “glorias de la
ciencia” como una ciencia de la naturaleza més, instrumento para la
captacién y desarrollo de disciplinas técnicas y no como una ciencia
en si—, carecen de toda posible repercusién. Necesita, previamente,
crear un ambiente propicio para que puedan ser posteriormente com-
prendidas. Sin embargo, como 1a Matemaética es obra de creacién
social y no sélo individual, los aportes que €l puede realizar en ese
momento podran ser realizados por otros. De aqui que vea interesante

Jprtesiana. Ahondando en su especial
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i publicacién de algiin €Nsayo pero, entre otros motivos, “a fin .
tomar fecha para mis biisquedas”, Ademds, para EvarisTe Ga-
s lo importante no es escribir, sino crear. Una vez obtenido, al-
izado un resultado, el interés por darle forma se atentia. Hay una
pecie de pereza, de atonfa expresiva que recuerda Ia “pereza”
temperamento se puede citar

I fragmento encontrado entre sus papeles, revelador también de
4na idiosincrasia especial ;

h

Un hombre que tiene una idea puede elegir entre tener, durante
su vida, una reputacién colosal de hombre sabio, o bien hacerse

El primer caso tiene lugar si él practica su idea sin emitirla,
el segundo, si la publica. Hay un tercer medio justa mitad entre
los dos, es publicar y practicar, entonces se es ridiculo.

Hision de la Matemdtica.

i En cuanto a la mejora del ambiente, se requiere Ja difusién para
“Hgran piblico de lo fundamental de Ja Matemdtica, de sus métodos,
su real fundamento. Y Gavrols intentars realizar también esta
bor. Para ello comienza una serie de articulos sobre Discusiones en
no a los Progresos del andlisis puro, de los cuales s6lo podra
“pdactar uno, y en redaccién no definitiva. En €l, como en las
frtas antes citadas de 16 de enero Y 29 de marzo de NIELs HENRIK
BEL, GALOIS expone sus concepciones de la Matemdtica. Son las
.'-‘Que, junto a los factores anteriormente enumerados, van a deter-
fﬁnar el estilo mds propio de la redaccién ‘matemiatica. Descubre
e el método seguido por esta ciencia no es, contra lo que se cree,
4 deductivo, sino el inductivo, el mismo que poseen las ciencias
Iperimentales, procediéndose por ensayo y error. Pero, a diferencia
“ ABEL, toma este descubrimiento como un hecho del cual partir v
;:éo como una paradoja que requiera explicacién de ningin tipo.
‘{omo tal ciencia imperfecta, que avanza a saltos, es reflejo del es-
“itu humano que la crea ¥, por ello mismo, es obra inacabada,
:jucompleta. Pero en estas imperfecciones GaLois veri la grandeza
i esta ciencia, su indiscutible atraccién. De este hermoso articulo,
i;txe no llegd a ver publicado en vida, entresaco algunos parrafos, ad-
srtiendo que los subrayados no son del autor, sino mios.

De rodos los conocimientos humanos, se sabe que el And-
lisis puro es el mds inmaterial, el mds eminentemente légico, el




140

Preocupacion por el estilo.
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inico que no toma nada a las manifestaciones de los sentidos;jiomatica de toda la ciencia Matemitica como pura utopa, sélo
ulizable en pequefias parcelas de Ja misma. Ello entrafia, natu-
imente, el rechazo del estilo clasico, del estilo geométrico, propio

:la Matemitica griega como caracterizador de toda la expresion y

reacién matemdtica. Como consecuencia Ja expresidn mds propia

violentamente con el desorden del total... .., -yl cultivador de esta disciplina se encontrari en el ensayo, en et
Que si encontrdis un método, un enlace, una coordinaciot, hyaie, o memoria corta, concisa, todo lo rigurosa que sea posible,
todo ello es falso y artificial. Son divisiones sin fundamentos, o sabiendo que, a la larga, este rigor puede no parecerlo, aungue

imaci itrari id Imente conven: ; A
aproximaciones arbitrarias, una colocacin tota resultado obtenido, la “verdad” tan afanosamente buscada, se in-

cional. Este defecto peor que la ausencia de todo método ocurre o ) o h
sobre todo en las obras diddcticas compuestas la mayoria por-POTe a nuevas teorias bien por sm_1ple yuxtaposicién, bien porque
eda coordinarse de modo deductivo con ellas.

hombres que ni tienen la inteligencia de la ciencia que profesan;
Todo ello extrafiard mucho a las gentes, que, ;" gene;’;::, a3 Debo hacer notar que es EVARISTE GALOIS e} primer matemdiico
tom;z(i)o ;ﬁsﬁgff rat a%ﬁzfZﬁffagﬁigosfl';Z";g?exfnfgggu e' agui] quien encuentro una anténtica preocupacién por el estilo mate-

como en todo la ciencia es la obra del espiritu humano, que esté 4. Las palabras anteriores podtfan haber sido escritas por
quier matemdtico; no implican, necesariamente, tal preocupa-

destinado mas a estudiar que a conocer, a buscar mis que af > ‘ ! :
encontrar la verdad, En efecto, se concibe que un espiritu que: on por el estilo, que h.a de deducirse de_ las mismas. Sin embargo,
tuviera potencia para percibir de un solo golpe el conjunto de: s textos son mds directos, mds relacionados con la manera de
las verdades matemdticas, no sélo las conocidas por nosotrosipresarse, para bien o para mal, el matemdtico. La preocupacién
sino todas las verdades posibles, podria también deducirlisi, Gay o1 se dirige en dos vertientes: Ia didactica, la creadora.

regular y como maquinalmente de algunos principios combin- ) B .
dos por un método uniforme; sin mds obstdculos. Sin las difi-; En cuanto a los libros de texto, la acusacion realizada por Ga-
cultades que el sabio encuentra en sus exploraciones, y quels es terminanie: faltos de método; el estilo didactico utilizado
frecuentemente son imaginarias. Pero también sin mds papellor los autores de la €poca, mero artificio que oculta la esencia

para el sabio. Pero ello no ocurre asi: si la tarea del sabio eSiisma del tema a desarrollar. La culpa, si bien directa del autor,
mds penosa aungue mds hermosa, la marcha de la ciencia 1am-ymbién lo es de la disciplina, ya que

bién es meros regular. La ciencia progresa por una seric das :

combinaciones, donde el azar no se puede decir que no juegue;

Algebra, ya diddctico, ya de invencion, y no veréis alli mds que
un amasijo confuso de proposiciones cuya reglaridad contrast

el menor papel, su vida es ruda y recuerda la de aquellos i+
nerales que crecen por yuxtaposicidn. Ello se aplica no solo a lg:
ciencia tal como resulta de los trabajos de una serie de sabios,;
sing también a las busquedas particulares de cada uno de ellos,;
En vano los analistas querrian disimuldrselo: ellos no deducen;;
combinan, componen: por muy inmaterial que sea el andlisis)
ho estd en nuesiro poder mds que otros; es preciso espiarlo;
sondearlo, solicitarlo. Cuando ellos llegan a la verdad, es dando,
tumbos de este y otro lado como han legado alli.

El estilo expresivo que estas ideas implican es del tipo que se

|
i
i

Las obras diddcticas deben compartir con las obras de los in-
ventores esta falta de una marcha segura todas las veces que
la materia de gue tratan no estd enteramente sometida a nues-
tras luces. No podrdn tomar, por lo tanto, una forma merédica
mds que en un mimero bien pequeiio de materias. Parg ddrsela,
seria necesario una profunda inteligencia del andlisis, y la in-
utilidad de la empresa retrae a quienes podrian aguantar la
dificuliad.

.

El autor deberia ser consciente de este hecho. No pretender
pntradecirlo. Limitarse, no al encadenamiento en plan que desco-
'; e, orginico, sino atenerse Yinicamente a los resultados obtenidos,
srponiéndolos como tales temas parciales, sin extrapolaciones arbi-

pudiera denominar de invencién pura. Se rechaza la organizacionfrtas.
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En cnanto al estilo de invencién, GaLois no sélo critica, da
normas para su ejecucién. Normas o principios que, escncnalmen-
te, son:

¢) Mantener el cardcter conceptual de la Matemitica —ya he
dicho que GarLois pertenece a la primera promocién de matemlé.
ticos romdénticos, que pretenden la separacion nitida entre su dis-'3
ciplina y las ciencias de la naturaleza, aunque no formulen de modo.
claro las relaciones posibles entre ambas.

b) Evitar los largos cédlculos o desarrollos algoritmicos, que g i
ocultan las ideas directrices —“saltar de puntillas sobre los célcu-
los™ serd su expresion.

¢) Agrupar los problemas por sus afinidades profundas de es- i
tructura y no por su aspecto superficial —clara vision, totalmente
actual, de lo que puede ser denominada Ciencia matematica o ciencia
de las estructuras formales, obtenidas precisamente por esta norma
de atenerse a las afinidades intimas de estructura y no por los ele
mentos que s¢ manejan. A

De aqui que, junto a la memoria corta, al ensayo breve, la re- ;
daccién matemdtica debe manifestarse por su extremada concision.
Para ello, las propias demostraciones, en las cuales se encuenira,:
precisamente, ¢l desarrello algoritmico, deben ser dadas en esquema
o incluso ser eliminadas del texto. De lo contrario, detenido el:
lector en el proceso demostrativo, perderd la marcha rectora del;
trabajo. Es lo que el propio GaLois haré, pidiendo al lector, en las
pocas memorias redactadas de modo completo que dejé gscntas,‘.
que supla la ausencia de las mismas, completdndolas ¢l mismo o
realizdndolas si viene al caso.

"7 Son normas que la actual redaccidén matemética exige, estre-
chamente. Son las normas, por otra parte, que explican que GALOIS’
fuera un incomprendido en su época, dada al gran desarrollo algo-:
ritmico; y que explican, igualmente, que la figura del matemdtico]
francés atraiga en el momento presente enorme simpatia, y no s6lo
por su trigica y corta vida.

En ella Gaiois s6lo publicé dos memerias en forma acabada
En septiembre de 1832 AuGusTE CHEVALIER publicé la Carta- |
Testamento en la Révue Encyclopedtque Pero la obra esencial, con
la memoria presentada a la Academia de Ciencias s6lo aparecid: ]
en 1846, publicada por LiouviLLE en su Jowrnal. En la cércel de:
Santa Pelagia escribid, en diciembre de 1831, el vnico Prefacio que’
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descaba fuera a la cabeza de sus trabajos, y que dada la violencia
tel mismo sélo se publicé por vez primera completo en 1962. Dada
importancia del mismo para comprender tanto el pensamiento

iomo el método y estilo de Garols, lo transcribo completo, a pesar
de su extension.

PREFACIO

Cecy est un libre de bonne foy.
Montagne.

En primer lugar, la segunda hoja de esta obra no estd en-
cumbrada por los apellidos, nombres, cualidades, dignidades y
elogios de algin principe avaro cuya bolsa se hubiera abierto
al humo de los inciensos con amenaza de cerrarse cuando el
incensario estuviera vacio. No se ve alli, en caracteres tres veces
mds gruesos que el texto, un homenaje respetuoso a alguna alta
posicién en las ciencias, a un sabio protector, cosa, sin embargo,
indispensable para quienquiera que teniendo veinte afios quiera
escribir. No digo a nadie que debo a sus consejos o a sus 4ni-
mos todo lo que hay de bueno en mi obra. No lo digo: porque
serfa mentir, Si tuviera que decir algo a los grandes del mundo o
a los grandes de la ciencia (y en el tiempo que corre la distincién
es imperceptible entre ambas clases de gentes), juro que no se-

‘Tian agradecimientos. Debo a los unos hacer aparecer tan tarde

la primera de las dos memorias, a los otros haber escrito todo
en prision, estancia que a duras penas se puede considerar como
un lugar de recogimiento, y donde con frecuencia me he encon-
trado estupefacto de mi impotencia para cerrar la boca a mis
estipidos Zoilos: y creo poder servirme de esta palabra de
Zoilo con toda segundad por mi modestia, tan bajos estin mis
adversarios en mi espiritu. No es de mi incumbencia decir cémo
¥ por qué se me retiene en prision. (4! margen GaLols escribe -
El autor es republicano: es miembro de la sociedad de los
amigos del pueblo; ha dicho coN GEsTo que el regicidio es
algunas veces (muy) util. He aqui tres motivos suficientes para
que se le mantenga en prisién, y en verdad no sé de qué se queja,
(Nota del editor): pero debo decir c6mo los manuscritos se
guardan en las carteras de los sefiores miembros del Instituto
aungue en verdad no concibo una parecida impotencia por parte
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tamente inexcusable: jhubiera sido tan ficil retomar en sus -

. puevos teoremas, sin designar cudles eran! jHubiera sido tan {
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de los hombres que tienen sobre la conciencia la muerte de
ABEL. Aunque no quiero compararme a este ilustre gedmetra
bastard decir que mi memoria sobre la teoria de ecuacions
ha sido depositada en la academia de ciencias en el mes de
febrero de 1830, que extractos habjan sido enviados en 1829,
que ninguna noticia me ha llegado y que me ha sido imposiilale‘
ver los manuscritos. Hay en este género andcdotas muy curio-
sas: pero tendria mala gracia en contarlas, porque ningin ac- :
cidente salvo la pérdida de mis manuscritos, me ha llegado. =

Feliz viajero, mi mala estrella me ha librado de las garras de
los lobos. Ya he dicho demasiado para hacer comprender al -

lector por qué, a pesar de mi buena voluntad, me hubiera sido

absolutamente imposible preparar una dedicatoria como querria.

Fn segundo lugar, las dos memorias son corfas y de nin-

guna manera proporcionadas a los tftulos; y ademdis hay al
menos tanto francés como 4dlgebra hasta el extremo de que ¢l
impresor, cuando le han llevado los manuscritos, ha creido de "":-‘
buena fe que era una introduccién. En este punto soy comple- p

elementos toda una teoria, bajo el pretexto de presentarla bajo
una forma necesaria a. la inteligencia de la obra, o mejor aun -
de manera de ampliar una rama de la ciencia con dos o ties

facil también sustituir sucesivamente todas las letras del alfa- |
beto en cada ecnacién, numerdndolas por orden para poder re- .
conocer a qué combinacién de letras pertenecen las ecuaciones j
subsiguientes; lo que hubiera muliiplicado el mimero_ de las;
ecuaciones, si se reflexiona que después del alfabeto latino, hay
todavia el alfabeto griego, que, una vez agotado éste, quedan A
los caracteres géticos, que nada impide servirse de letras siriacas,
y si es preciso de letras chinas! ;Hubiera sido tan fécil transfor-
mar diez veces cada frase, teniendo cuidado de hacer prcccr!cr
cada transformacién de la solemne palabra teorema; o mejor |
atin de llegar por NUESTRO ANALISIS a resultados conocidos de§-‘:
de el buen EucLipes; o, finalmente, hacer preceder y seguwir
cada proposicion de un cortejo innumerable de ejemplos par-
ticulares! ;Y de tantos medios no he sabido elegir ni uno!

En tercer lugar, la primera memoria no es virgen del ojofl-;
del maestro: un extracto enviade en 1831 a la academia de
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ciencias ha sido sometido a la inspeccién del sefior Poisson,
quien ha venido a decir en sesién no haberla comprendido. Lo
que a mis ojos fascinados por el amor propio de autor, prueba
simplemente que ¢l sefior PoissoN no ha querido o no ha po-
dido comprender, pero probard ciertamente a los ojos del pu-
blico que mi libro no significa nada.

Todo concurre a hacerme pensar que en el mundo sabio, la
obra que someto al piblico serd recibida con la sonrisa de
la compasién; que los m4s indulgentes me tacharan de equivo-
cado; y que durante algin tiempo seré comparado a WRONSKI
0 a esos hombres infatigables que encuentran todos los afios
una solucién nueva de la cuadratura del circulo, Tendré que
soportar sobre todo la gran risa de los sefiores examinadores
de los candidatos a la Escuela Politécnica (que me sorpreado de
pasada de no ver ocupar a cada uno un sillén en la academia
de ciencias, porque su lugar no estd ciertamente en la poste-
ridad), y que teniendo tendencia a monopolizar la impresién de
los libros de matemdticas no admitirdn sin estar formalizados
que un joven dos veces rechazado por ellos tenga también la

pretensién de escribir, no libros did4cticos es verdad, sino libros
de doctrina.

Todo lo que precede, lo he dicho para probar que es cons-
cientemente como me expongo a la risa de los tontos.

Si con tan pocas esperanzas de ser comprendido, publico, a
pesar de todo, el fruto de mis vigilias, es a fin de tomar fecha
para mis bisquedas, es a fin de que los amigos que he formado
en el mundo antes de que se me enterrara bajo los barrotes,
sepan que estoy con vida, es a fin de afligir a los sabios que, en-
rojecidos de criticar a los j6venes, encuentran medio, sin em-
bargo, de ayudar por un silencio calculado a los ignorantes y
perezosos cuya ocupacion es tratar de charlatanismo a cual-
quiera que haya sido bastante feliz para ser precedido por su
reputacion, es quizd también con la esperanza de que esas bus-
quedas puedan caer en manos de gentes a quien un orgullo
estipido no impedird la lectura, y dirigirles en la nueva via
que debe seguir, segin yo, el andlisis en sus ramas mas altas,
Es necesario saber que no hablo aqui més que del an4lisis puro;
mis aserciones transportadas a las aplicaciones mas directas en
las matemaiticas se harian mas paradé&jicas.
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Los largos célculos algebraicos han sido primero poco ne- 2
cesarios para el progreso de las Matemadticas, los teoremas muy ‘
simples apenas ganaban al ser traducidos en la leng.ua d?l and-
lisis. No es mds que después de EULER que este lengufz}e mis
breve se ha hecho indispensable por la nueva ezctensmn que -
este gran gedmetra ha dado a la ciencia. De_spues de EULER
los cdlculos se han hecho cada vez mis indlspeusable_:s, pero
cada vez mds dificiles a medida que se aplicaban a ob]fztos de
ciencia més avanzados. Desde el comienzo d_c egfc siglo, el
algoritmo habia llegado a un grado tal de cor_nphcfacmn que tod.o ]
progreso se hacia imposible por este‘met?lo, sin ia elegant:lla
que los gedmetras modernos han sab1'do imprimir a sus bis- ;
quedas, y por medio de la cual el espiritu apFende prontamente -
y de un solo golpe un gran mimero de operaciones. ‘

Es evidente que la elegancia tan alabada y a tan justo titulo,
Do tiene otro principio.

Del hecho bien comprobado de que los esfuerzos de los.:
gedmetras mas avanzados tiene por objeto la eleganc_:'ia, se puec?e :
concluir con certidumbre que se hace cada vez mais nc;gesano g
considerar varias operaciones a la vez, porque el espiritu no
tiene tiempo de detenerse en los detalles, :

Ahora bien creo que las simplificaciones producidas por la
elegancia de los célculos (simplificaciones intelectuales, se en-
tiende ; materiales no hay), tiene sus limites; creo que ucgarﬁ ;
el momento en que las transformaciones algebraicas 9rev1§tas :
por las especulaciones de los analistas no encontrarin 0 el
tiempo ni el lugar de producirse; a tal extremo' que serd me- -
cesario contentarse con haberlas previsto. No quiero decir que j
no haya nada nuevo para el andlisis sin ese recurso; pero creo |
que un dia sin aquél todo se habrd agotado.

Saltar de puntillas sobre estos cidlculos; agrupar 1a§ ope-|
raciones, clasificarlas segin sus dificultades y no segin sus :
formas; tal es, segin yo, la misién de los geémetras futuros;
tal es la via por la que he entrado en esta obra. ‘_

No hay que confundir la opinién que aqui em'ito, con la
afectacién que algunos tienen de evitar en apariencia toda es- |
pecie de cdlculo, traduciendo por frases muy largas lo que 5
expresa muy brevemente por el dlgebra, y agregando asf a la”
longitud de las operaciones, las longitudes de un lenguaje que
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no estd hecho para ex
retraso de cien afios.

Nada parecido aqui: aqui se hace el andlisis del andlisis ;
aqui los cdlculos mds elevados, las funciones elipticas, ejecuta-
dos hasta el presente estdn considerados como casos particulares,
que ha sido vitil, indispensable tratar, pero que seria funesto
1o abandonar por busquedas mds amplias. Habrd tiempo de
efectuar los cileulos previstos para este alto andlisis y clasificar-
los segiin sus dificultades, pero no especificados en su forma,
cuando la especialidad de una cuestién lo exija.

La tesis general que adelanto no podrd ser bien comprendida
méds que cuando se lea atentamente mi obra que es una apli-
cacién: no que este punto de vista tedrico haya precedido a la
aplicacién ; sino que me he preguntado, terminado mi libro, lo
que lo haria tan extrafio a la mayoria de los Jectores, y exami-
ndndome, he creido observar esta tendencia de mi espiritu en
evitar los cdlculos en las materias que trato, y que es, lo he
reconocido, una dificultad insuperable a quien quiera efectuarlo
generalmente en las materias que he tratado,

Se debe prever que, tratando materias tan nuevas, introduci-
do en uma via tan insélita, muchas dificultades se han presen-
tado que no he podido vencer. También en esas dos memorias
y sobre todo en la segunda que es la mé4s reciente, se encontra-
4 la férmula: “yo no sé”. La clase de lectores de la que he
hablado al comienzo no faltard de encontrar con qué reir alli,
Es que desgraciadamente no se duda que el libro mds precioso
del mas sabio seria aqué! donde dijera lo que €l no sabe, no
se duda que un autor no engafia nunca tanto a los lectores
como cuando disimula una dificultad. Cuando ia concurrencia,
es decir, el egoismo no reine mis en las ciencias, cuando se
asocie para estudiar, en lugar de enviar a las academias los pa-
quetes cerrados, se exigira publicar sus menores observaciones

por pocas novedades que contengan, Y se agregardi: “no sé el
resto”,

presarlas. Esas personas van con un

CORRIENTES DE LA MATEMATICA EN EL SIGLO XIX

La reaccién contra la visién excesivamente algoritmica de prin-
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cipios del siglo x1x permite superar alguna de las dificultades que,
presentaban los fundamentos, la “metafisica” de la Matemdtica.’
Se abren nuevas vias —como la estrictamente algebraica de GaLols—
al razonamiento matemdético; se imicia un nuevo estilo en la propia-
expresién de la misma. A pesar de sus limitaciones, la reaccion 3,
provoca un cambio total en el espiritu matemdtico. Espiritu que va
considerando como necesario, y de un modo cada vez més radical, -
la presencia del rigor en la disciplina que construye. Rigor en iy *
no justificado por una traduccién a otros lenguajes o estilos, como ;

los primeros momentos. A pesar de lo cual, dan la impresién de falta

te auténtica vnidad, pudiéndose hablar, con todo rigor, de las Ma-
emdticas, ‘

ARITMETIZACION DEL ANALISIS

Dado el desarrollo del Analisis y sus impresionantes aplicaciones
1;{1“3 llegan a absorber hasta la propia Geometria, como ocurre tras

. : ! iylos trabajos de MoNGE y Gauss en los domini a

en el siglo xvi, o por su éxito pragmético. Surgen, de esta forma, Ayperorint of de mas 3i(nrnediato reflejo es f:llmos - lad Geonnn'lnetrm
tres grandes corrientes que pretenderdn la implantacién de dicho : : : proceso enominado

_ nderan . “Aritmetizacién del Andlisis™.
rigor y, consecuentemente, la clarificacién de los fundamentos. Las

tres, unidas a principios de este siglo, en sintesis unificadora y unica
posible para romper los limites a que las tres habian alcanzado,
dardn origen al enfoque actual de Ja Matemdtica, enfoque formalista, :
con su secuela expresiva, de estilo semiformal

fariiiiy

L. EL CONCEPTD DE FUNCIGN.

| La nocién de funcidn, clave del desarrollo matematico del mo-
_ ] ) . “imento, habia queda i bi

Corriente central la constituye el proceso denominado “Aritme- ;-1 C z dq un 1amio vaga. 3t biem es verdad que Borzano
tizacién del andlisis™, originador de lo que voy a denominar, siguien- i AVCHY habian definido de modo correcto el concepto de funcion
s : “jontinua, y CAUCHY y ABEL los de serie convergente y sucesidén de

do a CuevaLLEY, “Estilo de los ¢”. Junto a elld, la aparicién de las 3 . . al .
! p mimeros tendiendo a un limite, por ejemplo, las funciones maneja-

geometrias no-euclideas planteard con toda crudeza el problema de |

jlas se consideran como correspondencias en onjuntos numérico

INELrias h ' . e p jas e

la intuicién espacial o sensible y las relaciones que la Matemdtica ; b - oias entre conjuntos numéricos
-djue, sin embargo, quedan sin especificacién en cuanto a su intima

uede tener respecto al mundo material o “real” que nos redea.: : ;
p pe ! q s aturaleza y estructura, a la vez que dichas funciones se consideran
Igualmente, un renacer de la Geometria, que planeara durante el si-: - < a . -
fomo continuas totalmente, con expresién znalitica sometida a las

lo como nueva “reina de las Matemdaticas”, renacida tras los tra- . . )
lg)a'os de MONGE, posibilitard nuevas formas expresivas al matemd- jonocidas y no, por ejemplo, expresables como series. Se mantie-
} » PO ie el criterio de EULER para quien funcién era

tico, limitadas a este campo. Finalmente, la tercera corriente retoma
el enfoque algoritmico de LEIBNIZ para crear nuevos entes mate-

—mdticos y dar paso a la consideracién relacional de la Matematica’
y no objetal como hasta ese momento se la consideraba. Tercera co-.
rriente que denomino “abstractiva”, aunque las dos anteriores, evi-;}
dentemente, gocen del mismo cardcier de abstraccién total, propio
de la Matemdtica contemporinea,

Functio quantitatis variabilis est expresio analytica qguomodo-
cumque composita ex illa quantitate variabili ®.

Distinguiéndose firmemente entre las expresiones analiticas —ex-
presables mediante polinomios, fracciones racionales, exponenciales,
Jogaritmos, senos, etc.— y las arbitrarias; las primeras, a su vez, en
a.lgebraicas y trascendentes. Y, de modo natural, una funcién con-
finva solo podia ser expresada o definida de forma analitica,

Las tres se producen, naturalmente, en sdlo ciertos sectores de'ff
entre los matemiticos. Sectores que, sin embargo, van a condicionar ;

al resto en cuanto a la exposicion y en cuanto al propio estilo con-:

ceptual y, por consiguiente, expresivo. Las tres, por otra parte, se;
producen no de manera independiente entre si, como compartimen-;
tos estancos, sino en intima interrelacién, con permanentes trasvases’
conceptuales de una a otra, principalmente la primera y la tercera en jigina 16

La fiefinicién tipo de funcién de mediados de siglo, y que se ha
Tmanteplldo hasta nuestros dias en textos de cardcter diddctico —los
fan criticados por GaLOIS— puede ser la dada por OScar ScHLG-

» Introductio in analysim 1750,

% tomade de REev-Pastor, La Mai. sup.,

J
|
i
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Como
e la propia Matemaética considerada como ciencia pura. El hecho

las curvas patolégicas ha sido muy difundido, con los cldsicos
wiemplos de las curvas de WELERTRASS 0 la posterior de KocH para

e me detenga en este punto algo mds, aparte de que su tratamiento
10 corresponde a un libro de este tipo.

Si dos nimeros variables x e ¥ estin ligados por una igualda
en uno de cuyos miembros aparece sélo la y, como, por ejemplo,
(x—a Ja .
y = » entonces, a cada valor arbitrario de x Ie co
2b . . )

. . fu ellas, por ejemplo, el pro io CAUCHY habifa llegado a creer ue

rresponde un valor de y, calculado a través de la igualdad y > por ejemp prop c NG eer q
. L .y fha serie convergente en la que todos sus términos fuesen funciones

que, por tanto, no serd arbitrario, Bn estas condiciones se Ila- . R . i
. . . . . ;fontinuas de una misma variable, daba como suma una funcién

ma a x variable independiente, a ¥ variable dependiente y

S . iempre continua. Error puesto de relieve por AppL —seglin he
ue y es una fun-.; . " -
(I:Jiilil: g:dfar que 1a y depende de x se dice que yes u “idicado al trascribir la carta a HéLMBOE—

Se parece admitir, de manera ticita, que las operaciones mate-:fisada por WEI_ERTRASS- E] eITor se encontr, aqui ¢
miticas tales como el paso al limite, la derivacién, Ja integracion; ! hecho anterior, en la conﬁanz:—.? depositada en la intuicién
pueden realizarse siempre sobre tales conjuntos numéricos entre losifiacia afimmr aspectos no contenidos en |
cuales parece poseer un sentido preciso. De esta forma el tratamisntoinente rigurosas. Se puede citar

de tales operaciones es casi estrictamente algebraico, considerad
como independientes de los elementos sobre los cuales actia. I La sucesién formada por 1os arcos de Jas pardbolas de ecuacién
= x*, para n natural, de origen (0.0) y extremo B(1,1}, tiene como

Arco limite el formado por los catetos del tridngulo 0, 4(1,0) y B.
‘jiEl limite de la ordenada de la pardbola variable, correspondiente al
Varios hechos obligaron a revisar tanto las definiciones de las:

unto de interseccién de la tangente en BC con el eje de absci-
que se partia como a aclarar log conjuntos de definicién entre los

das OX, al crecer » indefinidamente, parece “a primera vista” que
cuales se realizaban las operaciones. De entre ellos, tres poseen unj

Hebe ser cero o uno, siempre que exista. Sin embargo, el cdlculo da
cardcter ciertamente espectacular, paradéjico para el matemitico: 1
de la época. '

Las paradojas analiticas.

= 1 —

1 para abscisa del punto comtin a Ia tangente
En, primer lugar se puede considerar Ia aparicién de las funcio-!

"
nes “patoldgicas”. Funciones continuas, por ejemplo, pero carentesin B, de ecuacién y — 1 = p (x — 1) ¥y al eje OX. Luego
de derivada finita para todo valor de la variable independiente. Ello} 1 " '
equivalia a decir, en lenguaje geométrico y muy intuitivo, que exis-:.fju =f1 — serd la ordenada. Con Io cual el limite
tian curvas que podian trazarse sin levantar la pluma del papel, perd; n

que carecian de tangente finita en todos y cada uno de sus puntos,

] -t i
Si bien algunas de estas funciones presentaban un aspecto algo arti suscado 1o es otro te e, aproximadamente 0,368,

ficioso, pronto surgieron otras que abandonaban tal aspecto, ya que]
podian expresarse como desarrollos en series trigonomeétricas. Serie's’fl

El tercer hecho que se puede considerar como sorprendente, es
A aparicién de funciones no integrables en el sentido querido por

Gue se venian aplicando a muchos terrenos tanto de la practica -—sis
guiendo la via iniciada por su creador, FOURIER, quien las inventd;

i
H
j M Miscelinea matemdiica. Madrid, 1937, p. 11,

1
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CaucHy, que obligaba a que la funcidn a integrar fuera continua

sin més especificacién. Corresponde a BERNARD RIEMANN-¢l haber’
sido, si no el descubridor de este punto, al menos el mérito de ha-.;
berle dado el relieve exigido. En su trabajo para la Habilitacién de -3
1854 —publicado por DEDEKIND en 1867— RIEMANN da como cjem- ‘

. =] (nx)
plo el de la funcién y =3 , donde (rx) representa la
n=t na

diferencia entre nx y el entero més préximo. El segundo miembro
da lugar a una funcién periddica que posee, en cualquier intervalo

(a, b} un conjunto denso y numerable de discontinuidades de primera ida origen a un nuevo estilo matematico: el estilo de los

especie correspondientes a los valores racionales 1rreduc:bles de X o ha bautizado CHEVALLEY. La definicidn es la siguiente :

2p+ 1

de la forma « :

= *
2n
el salto viene dado por el limite de f(« +
to € como #n tienden a cero, es decir, en el limite fl= + 0} —
,n_z
— fla — 0) = — . Ahora bien, el nimero de tales pun-
1212

tos de discontinuidad en que este salto se conserva superior a una

de drea de una figura tomada como idea primitiva, no era tan clara

<€omo queria la intuicién. Se hacia problema, asi, el propio concepto

de 4rea.

49 ’!

2. ESTILO DE LOS

Hechos como los anteriores provocaron la sospecha de que el fra- -
bajo hasta entonces realizado fuera estéril o contuviera errores, por

que daba lugar a la aparicion de tan extrafias patologlas
pia dindmica de la Matemdtica iba a provocar la aparicién de un

. BEn estos puntos de discontinuidad ;

€) — f(z — ) cuando tan- -

La pro- |
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muevo enfoque con que tratarla, antitesis del anterior. Corresponde
is DEDEKIND y CaNTOR por un lado, a WEIERTRASS por otro, un
ligar destacado en la revisidn de todos los conceptos anteriores y

en la expuisic’m de la intuicic’m sensible —en aras de lo que a la lar-

%
=
=]
(=1}
=
-
I
|
3
g,
<]
=]
=+
==
o,
O
B
(=N
o
—
=+
-
[
=
o
A
(=N
o
—
[~
w
-
[ =
=3
a.
[=3
=3
(4]
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[}
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=
=
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CaRLOS WEIERTRASS parte, en esta labor de revisién, de una nue-
iva definicidn del paso al limite de una sucesi6n, que es la que hasta

am lenguaje topoldgico, ausente en el siglo xix. Con ella, WEIERTRASS
, COmoO

si (13

Una sucesion de niimeros i, s, ..., i, ... s¢ dice que tiene por
i limite el nimero u si cualquiera que sed el nimero positivo e,
{  se puede determinar un entero N (que depende de €) tal que
la desigualdad n > N(e) implique | u —u, | < e

El “cualquiera que sea el nimero ¢ implica ¢l mapejo del in-

finito potencial ¥y no la verificacién de la existencia de la fun-
iJrién N(s) —cuya caracteristica queda sin precisar— para cada ¢ par-

C > i jue © SELV Jicular, Como sefiala CHEVALLEY:
cantidad fija positiva arbitraria 8, en cualquier intervalo, resulta -

finito. De aqui que la funcién y definida por la serie del segundo ;
miembro —serie que es absoluta y uniformemente convergente para
lx | < k— no puede ser integrable en el sentido dado por CAUCHY. -

Ello implicaba, entre otras cosas, que la idea ligada a la integral, la .
P 4 g & 4 hemos hablado mds arriba del estilo de los

El empleo por los matemdticos de esta escuela de la definicion
de limite de WEIERTRASS se nota en la apariencia exterior de sus
escritos, en primer lugar por el empleo intensivo, y a veces
inmoderado, del “c”, provisto de diversos indices (es por lo que
“e"} —después, en
la progresiva suplantacion de la igualdad por la desigualdad,
ya en las demostraciones, ya en los resultados (teoremas de
aproximacion; teoremas de limitacion superior; teoria del cre-
cimiento, etc.) .

Dos son las consecuencias que se derivan de la definicién y del
jiso de los distintos subindices que acompafian a “¢”, y de las des-

ilgualdades en que se combinan. Limitandose, de momcnto a la pri-

_ Ia est D POI ‘mera, se puede observar que sirve para delimitar con precisién los
haber olvidado este elemental principio de definir de manera rigu- |

rosa tanto la funcién como los campos de validez de la misma. Pero, meros en dar las condiciones, a veces muy restrictivas, en que es

también, condujeron a un paulatino destierro del elemento intuitivo -

campos de validez en los que se opera. Es WEIERTRASS de los pri-

'posible, por ejemplo, integrar Ias series término a término, o em-

* Variations du style mathématique. Rev. Met. Mor. 1935, p. 378.
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plear la diferencial bajo el signo de integracién. Condiciones que

también se reflejan en el estilo de los “¢” por las continuas- referen- 3

.gcuerpo de los nimeros reales, no es ordenado. Los intentos realiza-
los antiguos. También los campos de validez van a ser precisados

cias al “necesario y suficiente”, en vuelta al método apagégico de

por el trabajo de CaNTOR y DEDEKIND en el aspecto topoldgico, al
definir en la recta real primero, después en espacio euclideo cual-

quiera, nociones como las de punto de acumulacidn, conjuntos ce- -

rrado, abierto, perfecto...

Pero, junto a esta delimitacién de los campos de validez se puede

observar que hace surgir una nueva consccuencia: la peta separa-
estilo es el rigor y la busqueda de las condiciones necesarias y su-

aproximacién que serviria a un técnico mo basta para el analista,

que se remite de modo constante a las condiciones de existencia y -

unicidad. Es la separacién teorfa-prictica a la que ya hacia refe-

rencia el propio GALOIS, y que a los analistas del siglo XI1X no pa- .
recié desagradar, sino al contrario, preocupados también por con- ‘ del u ;
seguir Ja independencia de su disciplina respecto a las ciencias de 7 ° COntuO geométrico, no estaba muy claramente claborado. Se

. qpodian dar explicaciones, a partir de los mimeros naturales, de tipo
E riguroso, del nimero entero y del nimero racional. A partir del ni-

‘| mero real, del complejo. Pero quedaba una laguna por cubrir, la del

Ia naturaleza.

3. EL NUMERO REAL.

Segunda consecuencia de la definicién de limite de WEIERTRASS
nimeros reales. Y ello porque las relaciones de desigualdad no se

aplican a conjuntos cualesquiera de entes matemiticos, sino a con-
juntos que posean una cierta relacién que posibilite, precisamente,

tales desigualdades. Relacién que no es otra que la de orden. Y que -
se cumple estrictamente entre los mimeros reales, que constituyen

un cuerpo ordenado arquimedianamente y, sobre todo, posee como

nota caracteristica la de ser completo. Esto iltimo significa que cual- |

quier ampliacién del mismo que mantenga su estructura igual, ha de
ser isomorfa al cuerpo real, lo que equivale a decir que no existe
tal ampliacién. Podia pensarse que, por ejemplo, los mimeros com-

plejos, al definirse como pares ordenados desde los trabajos de Ha- |

miLToN de 1837, aunque desarroliados totalmente en 1853 —y que

daban justificacién algebraica a los complejos, completando la obra
geométrica de ARGAND, entre otros—, suponian una ampliacion del |
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qcuerpo real, con todas sus caracteristicas. Sin embargo, el cuerpo
de los atimeros complejos, uno de cuyos subconjuntos es isomorfo al

'dos para el establecimiento de tal orden en el siglo pasado fuercn
# varios. Por ejemplo, se intenté dar una ordenacién de los complejos
de n unidades siguiendo el modelo siguiente :

Dos complejos 4 = (a, b} y B = (a., b.) se dicen iguales cuarn-

: do @ = @, by = by Se dird que 4 < B cuando @, < a, y si
#fuera g, = a, cuando b, < bs.

cién respecto a las aplicaciones précticas. Lo que intercsa en esie

Ahora bien, la ordenacién ya no es eudoxiana. Ya que si

H4 =04+ i yB =1 + i se tendrd, por la definicién anterior

ficientes para las cuales han de verificarse las proposiciones. La 10 < 4 < By, por muy grande que se tome e} nimero natural n

se verificard siempre que nd < B, ya que nd = 0 + ni. Tampoco
¢s buena ordenacién, ya que el subconjunto definido por la propie-
dad g, > 0 carece de elemento infimeo.

Pero ¢l concepto de mimero real, con ¢l problema que implicaba

jnimero irracional. Y a cubrirla acudieron algunos de los mejores

] matemdticos del siglo en auténtica competicién por aclarar para
‘tsiempre el concepto de continuo matemdtico, WEIERTRASS, DEDE-
es hacer que todo el Andlisis deba apoyarse en el cuerpo de los fKtND, MERAY y CANTOR, dan tres métodos distintos e independien-
,Etes entre si, basados en sucesién unica (WEIERTRASS), corfaduras
.‘E(DEDEKIND) y sucesiones racionales mondtonas convergentes {MERAY
<y CANTOR). Los tres, en el fondo, proceden constructiva, genética-
jmente, a partir de los nimeros racionales, con la idea intuitiva de

que estos presentaban “huecos™ que hubiera qué rellenar.

RicHARD DEDEKIND, en su obra Continuidad y niimeros irracio-
| nales, publicada en 1872, y en la cual expone la definicién de nimero

real como “cortadura™ en el cuerpo de los niimeros facionales, des-
| cribe asi el proceso:

) Se puede ver fdcilmente que hay infinitas longitudes que son
inconmensurables con la unidad de longitud y podremos afir-
mar: la linea recta L es infinitamente mds rica en puntos, que
el dominio R de los nitmeros racionales en niimeros.
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Si ahora, como es nuestro deseo, procuramos seguir aritméti-
camente todos los fendmenos sobre la linea recta, el dominio
de los mimeros racionales es insuficiente y llega a ser absoluta-
mente necesario que el instrumento R, construido por la crea-
cion de los mimeros racionales sea esencialmente perfeccionado
con lg creacion de nuevos niimeros, de manera que el dominio
de los nimeros llegue a ser completo, o, como podriamos decir,
alcance la misma continuidad que la rectq.

buenas razones. Pero para fundar la aritmética sobre la nocion
de razdn de magnitud (lo que jamds ha sido el fin de BUCLIDES)
ello no basta.

Naturalmente, la aritmética del nitmero real, que va a ser la
“4 que permita justificar la teoria de razén de magnitades precisamente.
{4 El proceso de las cortaduras realiza la construccién de tal aritmética.
E devaci . " bi 2 Es proceso idéntico al realizado para el nimerc complejo. Si Car-
mstas consideraciones previas son tan familiares y bien co- DANO los habfa admitido y operado con ellos porque le permitian
nocidas por todos que para muchos resulta superflua su repe- dar explicacién de la resolucién de aletmas iones cibicas
ficidn. Aunque yo créo necesaria esta recapitulacion para po- plcacion de la resolucién Mgunas ecuaciones cibicas, y
dernos introducir en el problema principal. Pues la manera como | LEIBNIZ los consideraba como meras ficciones lingiifsticas, sélo fue-
generalmente se introducen los niimeros irracionales se basa | Ion enteramente aceptados en el siglo x1x por su fecundidad y no
directamente sobre el concepto de magnitud extensa —la cual “§ porque estuvieran rigurosamente definidos. Por un lado la escuela
resulta que no estd definida en ninguna parte—, y explica el 4 francesa logré la representacién grafica del nimero complejo, lo
numero Zomo rgsultadlo deEmedzr d“"a de _25’“5' magnitudes 4 mismo que habfa logrado independientemente Gauss afios antes, y
por otra de la misma clase. En vez de esto pido que la aritmé- 3 o0 ello Cavcny pudo crear el andlisis de variable compleja, obte-
tica sea desarrollada por separado *. 4 o . . .
i niendo resultados que permitieron enunciar que el camino mds corto

El método empleado por DEDEKIND recuerda al de los clisicos, i Para, a partir de datos reales, llegar a un objetivo. real,. pasaba por
al de Eupoxio fundamentalmente, por el caricter mds descriptive | ¢l campo complejo. Pero sélo ob.tenfa plena justificacién racional
que los otros dos procesos. Quizd por cllo, LipscHiTz, todavia en fcuando el irlandés HaMILTON consiguié definirlos como pares orde-
1876, le niegue originalidad y sentido, no viendo la necesidad del n:“fios de mimeros realcs.’Los complejos constituian sl una amp'ha-
total rigor y abstraccién que en su consecucién se necesita. En carta | ¢i6a del cuerpo de los nimeros reales —con la limitacién anterior-
a DEDEKIND manifiesta : | mente sefialada de no poseer ordenacién o, de poseerla, no arqui-
mediana ni buena ordenacién—. Su rigor demostrativo procedia,
No niego la rectitud de vuestra definicion, pero estimo que no - por ello, del rigor que poseyera el nimero real.
se distingue mds que en la forma de expresion Y no por el fondo, |
de la que los antiguos han puesto... también desearia que su-
primiéseis la afirmacion de que proposiciones como V2. V73 =
= 6 ] ! - P . .
= V6 no han sido demostrados hasta ahora. Creo, en efecto, \ Una vez construido el ndmero real a partir del racional, por el

que los lectores fr anceses en particular estaran convenc._edo:s | proceso arbitrario elegido —todos ellos dan lugar a Cuerpos isomor-
como yo de que el (V) libro de BEUCLIDES contiene los princi-

pios necesarios y suficientes para la demostracion de ese teo- :f fos efl'tre sk, es decir, son procesos equivalentesT el rigor. ¥ la cons-

rema. : truccidn entre los reales quec‘la apoyado en el mimero racional. Que,

'a su vez, lo hace en la Aritmética del mimero natural, con paso

A lo cual DEDEKIND tiene que responder:  intermedio del mimero entero. Todo el Anélisis que exige funda-
. . mentalmente, en el esquema de WEIERTRASS ¥ su escuela, el empleo

EUCLIDES puede aplicar su definicién de igualdad de razones | de desigualdades y, por tanto, el variar sobre el cuerpo de los mi-

a todas las magnitudes... cuya existencia esté admitida por | meros reales, descansa en la Aritmética del nimero natural. LEo-

. | POLDO KRONECKER, aunque rival en ciertos aspectos de WEIERTRASS

* Tomado de Sigma, vol. 4, p. 120, Barcelona, 1969. i ¥ DEDEKIND, exigia

%El nimero natural, tltimo fundamento.

]
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es necesario que todos los resultados- de la mds profunda in-
vestigacion matemdtica sean expresables en las sencillas formas
de las propiedades de los nimeros naturales.

De esta forma, en el Anélisis el rigor parecfa alcanzado como
culminacién de la aritmetizacién del analisis que durante todo el

siglo se habia ido realizando. La Matemitica se apoyaba en ¢l nd- Hlo XIx va a recobrar toda su antigua grandeza tras la obra de Gas-

mero natural. Y el mismo Krongcksr habia indicado

Dios cred los niimeros naturales; el resto es obra de los hom-
bres.

El nimero natural, en iltima instancia, se apoyaba en un ele-
mento que se habia ido desplazando de la Matemética, la intuicién,
o bien en un elemento extramental y -extramatemético como el
querido en la frase de KRONECKER. Si en el primer caso, vinico de
interés, la intuicién también debia ser eliminada por los mismos
motivos que habian justificado su expulsién de los demds campos
de la Matemdtica. Pero si la eliminacién se producia era porque
podia ser sustituida por algiin otro elemento, o justificada de alguna
otra manera. La aritmetizacién del andlisis.conducia a un punto
sin salida, s6lo superado gracias al concurso de los logros realizados
por las dos corrientes restantes. Y que, en esencia, estd contenido en
las palabras que DEDEKIND envia a LiPScHITZ en carta de 27 de
julio de 1897:

un infalible método para el andlisis (de todas las suposiciones
explicitas o tdcitas)... es reemplazar todas las expresiones nue-
vas por términos arbitrarios carentes de sentido, si estd bien
consiruido el edificio no debe ser modificado, ¥y afirmo que,
por ejemplo, mi teoria de los nimeros reales aguanta la prueba.
—

En estas palabras, DEDEKIND ha puesto de relieve que el método
que ha empleado es, precisamente, el axiomatico, aunque todavia de
modo implicito. Corresponde a la segunda corriente del siglo xix,
a la geométrica, el acentuar la necesidad de tal axiomdtica, de consi-
derarla como unico proceso de la Matematica que posibilite el rigor
total.

2. EL PROBLEMA GEOMETRICO

La segunda corriente que intenta hallar una rigurosa fundamen-
tacion de la Matemdtica surge ligada al problema geométrico. La

LOS ESTILOS 159

:j0eometria, que se habia convertido en sinénimo de Matemitica, real-
Jmente estaba abandonada durante siglos. Su campo inventivo parecia
szulo en la direccién dada por la corriente griega. Los trabajos de

DESCARTES, que parecieron hacerla resurgir, en el fondo la convir-
lieron en sierva del 4lgebra, mientras que el nacimiento del analisis
a2 hicieron sierva del cédlculo. Sin embargo, a principios del si-

paR MoONGE. Dignificador de la geometria descriptiva, MoNGE con-
ihierte a esta rama geométrica de mero auxiliar del Arte como en el

:#Renacimiento, en ciencia auténtica,

ESTILOS SINTETICO Y ANALITICO.

{ Lo importante, en MoNGE, mds que su contribucién directa, es
“fu espiritu geométrico. La escuela que crea —PONCELET, DUPIN,
BRIANCHON, OLINDE-RODRIGUES, MEUSNIER. .., serdn algunos de sus
Aiscpulos— va a tomar como lema la frase de CarnoT: “liberar a la
“geometria de los jeroglificos del analisis”. Sin embargo, con este
sspiritu lo que se consigue es una bifurcacién —en el sentido
.-I%que aqui interesa el tema geoméirico— en cuanto al estilo propio
e Ia expresion matemdtica. Por un lado se volvera al estilo euclideo
f%n el sentido de suprimir tales jeroglificos de las proposiciones geo-
‘Jf&nétricas; Pero, por otro, no se podri dar marcha atrs en las con-
f‘quistas realizadas, en la introduccién tanto del andlisis como del
‘igebra en tales proposiciones. De aqui la aparicién de dos estilos
joobre un mismo tema: El estilo sintético o geométrico puro y el
“jfesti[o analitico. Ambos estardn presentes, incluso, en la obra del
‘,:flipropio MongEe. Asi, la Geometria descriptiva se presentard en es-
lilo sintético; la Diferencial, en analitico. Y ello porque, en el en-
j.!lender de GasPaR MoNGE, Geometria y Andlisis no son mas que dos
“aras de un mismo objeto, dos lenguajes distintos para describir un
nismo hecho:

No hay ninguna construccion de Geometria descriptiva que no
pueda ser traducida al Andlisis, y cuando las cuestiones no
comportan mds de tres incdgnitas, cada operacion analitica pue-
de ser considerada como la redaccién de una construccidn en
Geometria ¥,

kY

Figuras de centenario: Gaspar Monge”. Rev. Tercer Programa 12, Madrid
969, pp. 63-87.

"3 " Subrayado mio. Traité de géometrie descriptive. Ver J. pe LORENZO:
4

1
|
!
i
i
!

|
|
i
)

!
i
|



160 INTRODUCCION AL ESTILO MATEMATICO

El estilo sintético va a dar paso, ademds, a otra rama no por

menos prevista menos inexistente hasta los primeros afios de! si-

glo x1x, la Geometria proyectiva. Junto a ello, el enfoque analitico o
de ceoordenadas, que en realidad es de caricter algebraico, es im- .

potente para tratar ciertos problemas como los de curvatura, tan-
gente y normal, contacto, etc. Problemas que sélo el andlisis es capaz
de resolver vy, por ello, el Célculo absorbe a la Geometria en la lla-
mada Geomeirfa diferencial.

Naturalmente, los términos analitico y sintético o geométrico
puro, que s¢ mantienen hasta el momentio presente para calificar

ambos enfoques, han variado sensiblemente en sentido desde el sig-
ymentos fundamentales: la proyeccidn de los elementos de una figura
-jsobre los planos de referencia, y la seccién de tal proyeccién por

nificado querido por PLATON para el andlisis y la sintesis en la de-
mostraciéon matemadtica. Si para PLATON y EUCLIDES' anélisis y sin-

tesis eran dos procesos demostrativos, pronto el término anilisis pa- - _ .
Jciales tras la obra del discipulo de MoNGE, PONCELET. Pero dichos

sard a ser método de resolucién de problemas mediante un proceso
reductivo. A su vez, sintesis, como operacién serd sinénimo de adi-
cién. Ya en el siglo xvir adoptardn como significados: Método ana-
litico sin6nimo de método Inventive, creador. Método sintético o
de composicién significard, sencillamente, método de exposicién.

Pero, tras la creacién cartesiana, método sintético pasa a significar -
tratamiento geoméirico sin empleo de coordenadas. Cuando se uti-

licen, geometria analitica. Quizd se pudiera admitir un entrongue del
enfoque sintético con el estilo geométrico griego, provocado por el

descubrimiento pitagérico de la irracionalidad de ciertos mimeros. |

Si una linea puede construirse geométricamente, pero no es explica-
ble aritméticamente en cuanto a que el nimero que le corresponde
carece de sentido, lo patural parece desarrollar la geometria sin
hacer intervenir de modo decisivo el mimero. Con lo cual el método
tanfo creador como expositor ha de ser el sintético en el seniido de

independiente respecto a las coordenadas, que hacen intervenir lz -

medida, la conmensurabilidad de un segmento respecto de otro to-
mado como unidad.

1. GEOMETRIA PROYECTIVA.

Si la reduccién de la Geometria euclijea al dlgebra y luego al | ¢ ¢ :
jpunto 2, como esencial. El principio de dualidad dice que existe un

andlisis habia eliminado la independencia de esta disciplina, sin em-
bargo, desde el aspecto de su fundamentacién rigurosa, con inde-
pendencia a una relacién empirica © no con la naturaleza, se ha-
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laba totalmente fundamentada segiin el posterior proceso de aritme-
tizacién que ya he sefialado anteriormente.

Simultineo a la creacién de la Geometria analitica, otros dos

matematicos también franceses, DESARGUES y el ya mencionado Pas-
CAL, daban nacimiento a otro tipo de geometria, en sus origenes es-

“rtrictamente sintética, la Geometrfa proyectiva. Intuitivamente, inclu-

150, mds préxima a la aceptacién mental que la Geometria anterior.
La obra, tanto la de DESARGUES como la de PAscar, permanece ig-
: norada hasta bien entrado el siglo x1x, cuando ya la Proyectiva es-
{taba ampliamente desarrollada.

En la Geometria descriptiva creada por MONGE existen dos ele-

idichos planos. Tales elementos serdn los considerados como esen-

{elementos implican claramente que las propiedades métricas, las dis-

“fancias, no van a jugar papel alguno esencial. $6lo se pueden tener en

jcuenta aquellas propiedades que se deducen de la posicién de los

4distintos elementos y sus caracteres descriptivos. Con lo cual esta

Geometria se muestra, en su origen, irreducible al enfoque analitico.
+De aqui que el estilo con el cual se desarrolla sea el sintético o el
Jgeomeétrico puro. Y en tal desarrollo los postulados que van a ca-
{racterizar la nueva rama son:

1. El principio de continuidad de PoNCELET, reformado casi in-
jmediatamente por CHASLES y STEINER con la introduccidon de los
‘elementos imaginarios por los cuales el paralelismo desaparecia al
ladmitirse que dos rectas paralelas tienen un punto comin en el
.infinito y que todas las direcciones del plano dan lugar a la cénica
 del infinito o absoluto del plano —an4logo para el espacio—-;

2. El principio de dualidad, descubrimiento simultineo de PoN-
| CELET ¥ GERGONNE.

IESTILO DUAL.

i Desde el punto de vista que aqui interesa, se debe sefialar el

completo paralelismo del espacie proyectivo considerado como con-

{junto de puntos y el espacio proyectivo considerado como conjunto

11
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de planos. Si se habla del plano proyectivo, entonces el paralelismo
estd entre dicho plano considerado como conjunto de puntos y con-

siderado como conjunto de rectas. Asi, en el primer caso, “dos puntos -

determinan una recta” equivale a “dos planos determinan una rec-
ta”; “tres puntos no situados en linea recta determinan yn vnico

plano” equivale a la afirmacién “tres planos que no tienen una :

recta comiin determinan de manera tnica un punto”. Si en el se-
gundo, “puntos alineados sobre una recta” equivale a “rectas con-
currentes en un puato”, etc.

Pero esta dualidad se aplica a todas las proposiciones del espacio -

proyectivo. Con lo cual puede ser desarrollada la Geometria a dos
columnas, como de hecho ha venido ocurriendo desde 1826 en que
GERGONNE emple6 el postulado de dualidad de forma totalmente
sistemdtica. El estilo que esta forma expresiva da lugar es el que
denomino estilo dual. Como ejemplo se pueden elegir los teoremas
de DESARGUES y PascaL con sus duales correspondientes. Asi:

Teorema de Desargues.

Si dos tridngulos estdn retacio-
nados de forma que las rectas
que unen los vértices homélogos
pasan por un mismo punto, los
lados homdlogos se cortan en
puntos de una misma recta.

Teorema de Pascal.

Dado un exdgono inscrito
en una coénica,

los tres pares de

lados opuestos

se cortan en puntos

de una misma recta..

Es la recta de Pascal.

Teorema dual.

Si dos tridngulos estdn relacio-
nados de forma que los lados
homdlogos se corten en puntos
de una misma recta, las rectas
que unen vértices homdélogos pa-
san por un mismo punto.

Teorema de Brianchon.

Dado un exaldtero circunscrito
a una coénica,

los tres pares de

vértices opuestos

determinan rectas

que pasan por un mismo punto.

Es el punto de Brianchon.

La demostracién que se haga para los teoremas de una colum-
na es valida para los teoremas de la otra columna sin mds que cam-
biar los términos correspondientes, Lo cual permite simplificar y
unificar ampliamente esta disciplina considerada por algiin pedme-
tra como la mds bella de entre todas las ramas de la Matematica.
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a algebrizacion de la Geomerrig.

Un tercer punto va a sumarse a los dos anteriores que he sefialado
tmo postulados caracteristicos de la Geometria proyectiva. Es un
Anto que va a dar paso a una contradiccién esencial en el interior
¢ esta disciplina. Si la métrica, en ella, se encuentra ausente en
I origen y en su intimo desarrollo, pronio se observa que ciertas
fopiedades de las conicas y de otras curvas permanecen invarian-
% pero en funcién de una medida, la-razén doble de cuatro pun-

. Aunque STAUDT consiguiera cubrir la laguna que la introduc-
‘#n de la métrica suponia para la proyectiva definiendo tal razén
'?oble en funcién de elementos puramente proyectivos, la brecha

{bierta por este hecho supuso la introduccién de los métodos alge-

"'%raicos 0 analiticos en la Geometria proyectiva. Nuevas coordenadas

k!

feron creadas con la obra, sobre todo, de PLUCKER. Y todo un
Jarato algebraico se crea para demostrar sus teoremas, Asi, la
“deva Geometria pasa del estilo sintético al estilo analitico, aungue
‘1 este nuevo estilo siga conservando el principio de dualidad. Y, lo
¥e es mds importante, al nuevo método algebraico que el formalis-
Jdo pondri de relieve. La Geometria proyectiva pasari a ser una
‘;{Eometn’a mds, caracterizada por un cierto grupo, el de las homo-
afias y correlaciones o grupo proyectivo, tras los trabajos de Fg-
% KLEIN. Quien legarfa a afirmar:

e

Al lado de la Geometria proyectiva hay varias otras que tie
nen igual derecho de existencia. De ningiin modo se debe pre-
sentar el circulo (o la esfera) siempre como caso particular de
conicas, pues tienen circulo y esfera sobrado especial interés
respecto de las restantes conicas v cuddricas. Igualmente absur-
do seria pretender edificar con método proyectivo la teoria de
las transformaciones por radios vectores reciprocos ®,

{ Con ello, la Geometria proyectiva, que habia demostrado ser
snterior” a la euclidea en el sentido de que la Geometria métrica
.Tllclfdea puede obtenerse a partir de la Proyectiva, como una par-
tularizacién de Ia misma, igual que las geometrias no-euclideas
“por lo que CAYLEY habia llegado a afirmar “La geometria proyec-
#a es toda la Geometria”— pierde su posicién de privilegio ¥, con
N

i* Hohere Geometrie, 1. 1, P. 323, Tomado de Rev-Pastor: Fundamen-
1de la Geometria Proyectiva superior, Madrid, 1916, p. 34-5.

i
j
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ello, se cierra la segunda edad de oro geométrica de toda la histo-{ 5610 empafiada por su fin vindicador— adoptando las hipdtesis

ria del pensamiento matematico. Ya que, en breve tiempo, se com;:&iel dngulo agudo y del dngulo obtuso para reemplazar al citado
vertird en un capitulo del algebra, el hoy titulado Geometria alge~: stulado, hipGtesis del dngulo recto. En su proceso SACCHERI sigue
braica. Con palabras de MORKis KLINE: : 4l estilo geométrico puro, el clisico. Sin hallar contradiccion ldgica

El béllo razonamiento geométrico fue abandonado y la gea;“ga:rece. P-recisamente apoyandose en lo que no deberia haber ad-
tido, la intuicién. SAccHERI hace una llamada a la “evidencia® de

metria fue sumergida en un mar de férmulas. El espiritu de la: Int
geometria fue desvanecido . ) # contradiccién.

. I La obra de SACCHERI tieme resonancia. E} postulado V y sus
Abora bien, ese “desvanccimiento” no ha sido total. Si bien f%quivalent&s se convierten en el “escdndalo de la geometria” como
el algebra ha dominado ¢l enfoque creador, la geometria continiiz’firmard ' ALEMBERT. Y ello porque la realidad sensible no le pue-
siendo elemento basico para el desarrollo intuitivo de dicha crea-ife dar justificacién alguna. Intuitiva, sensible, visualmente, el para-
cién. Precisamente se ha mezclado con el dlgebra como elementolismo no existe. Si se prolongaran bastante, dos rectas siempre lle-
constitutivo del lenguaje bdsico matemdtico. Y tanto en Algebra.‘?_igarén a cortarse. Reducir el postulado V vuelve a ser obietivo pre-
como en Andlisis funcional los términos geoméiricos constituyen elijado de todos los matemdticos. Asi, WALLIS, LAMBERT, PLAYFAIR,
soporte de la teoria matemdtica, aunque desprovistos, por supuesto,; EGENDRE, LAGRANGE, CARNOT, FOURIER, entre ofros concentran
del correlato semantico que poseian en la geometria cldsica euclidea.lus esfuerzos en esta labor. Con ellos, otros matemdticos, sobre todo
‘_jjévcnes que desean el salto inmediato a la celebridad. Es el mismo
“oceso que en la irresolubilidad algebraica de la quintica, inten-
2. LAS GEOMETRIAS NO-EUCLIDEAS Y LA REALIDAD. fada, se ha visto, por ABEL, GALOIS, JACOBI, cuando entornan los
liecisiete afios. Asi, BoLyal, LOBATCHESKI, emprenden la tarea geo-
En la pérdida de esta hegemonia geométrica otro factor, tam-métrica. La conviccién de su indemostrabilidad se refleja, sin em-
bién geométrico, va a mostrarse decisivo. El estilo geomstrico im-}argo, en el consejo que WoLFANG BoLval dirige a su hijo:
puesto por las directrices platénicas y plasmado en EUCLIDES B8O V&
a ser excesivamente grato a los matemdticos del siglo xvui. No se ve|  Te ruego que no intentes ti también luchar con la teoria de las
la necesidad de *demostrar todo™. La “evidencia” de las proposi-; [lineas paralelas. Perderias el tiempo y sus teoremas quedarian
ciones geométricas suple su demostracién. Alin se estd convencido sin demostrar. Estas impenetrables tinieblas pueden derribar a
de que la Geometria euclidea métrica no es més que el reflejo de miles d‘; orr ES como NEWTON. Nunca se aclarardn en la tierra,
[realidad. Ademds, ya las primeras ideas lanzadas por DESaRGUES| Y el dfs ichado 33"3"1" humaro ,"“'};a poseerd en el mundo r:iada
y PASCAL respecto a la inexistencia del paralelismo en el sentido de gfe':’& e;;;; :";aa:: ;:: ac; jﬁ(::nema. Sto constiluye una granae v
que dos rectas siempre se cortan en un punto, a distancia finita ¢ :
infinita, volvian a retomar las continuas criticas al postulado V d&! A pesar de io cual JaNoS BoLyar y NicoLAS LOBATCHESKI con-
EucLipes. En este sentido puede imterpretarse la obra del jesuitdjouen avanzar en la linea iniciada por SaccHErl. Fundamentalmente
GEROLAMO SACCHERI con su obra que lieva el significativo timk?:fLOBATCHESKI —el mds persistente en su empefio— logra crear un
Euclides ab naevo vindicatus. SACCHERI -pretende demostrar todo l%uerpo de doctrina no contradictorio, lo que después se denomina-
demostrable, y atin mds. Pero abre paso a un meétodo de gran fevta Geometria hiperbélica. Sin entrar en el desarrollo e historia de
cundidad. Para demostrar que el postulado V es necesario ¢ indesge hecho —ampliamente divulgados— interesa sefialar lo siguien-
mostrable respecto a los demds realiza toda una gigantesca labor

i

r a0 Ton:lad() de SANTALG: Las Geometrias no-euclidianas, Ed. Eudeba,
» “Geometry”. Sciensific American, Set. 1964, p. 65. ‘:Bueuos Aires, 1961, p. 12,

3
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te: la Geometria proyectiva no implicaba contradiccién o rechazo 3
de la Geometria euclidea; incluso la contiene como disciplina par-
ticular. Por otro lado, su origen se sitia intimamente ligado con I3’

T

realidad. Los artistas del Renacimiento utilizaron las transforma-;

ciones bésicas de la Proyectiva para reflejar con mayor verismo en'
el plano las escenas situadas en el espacio; MONGE llega a dar paso:;
a esta disciplina a partir de sus trabajos en Geometria descriptiva
para realizar disefios de fortificaciones militares. Igualmente, puede
Sostenerse como muy posible que tanto DESARGUES como PASCAL
llegaron a formular sus teoremas a base de proyecciones reales de.
cuerpos tomando como focos velas o limparas. La Geometria pro-’;
yectiva seguia, asi, en intimo contacto con la realidad. De modo
analogo, tanto la Geometria que empleaba coordenadas, la carte-"
siana, como la que utilizaba el cdlculo no consistian mas que en tra- |

o

ducciones de la métrica euclidea sintética a lenguaje o estilo ana--

litico. Si la primera se apoyaba en la realidad también estas dos aun- -
que con leve rodeo. '

La aparicién de las geometrias no-euclideas, sin embargo, provo-
ca una reaccin inmediata. Son geometrias “imaginarias”, irreales. i
Sistemas 16gicos que rompen con la intuicién o “evidencia” que-
rida para todos los primeros elementos geométricos. En un primer
momento hay que discutir su adecuacién o no a la realidad. Como”
comstruibles, junto a la euclidea, cabe la pregunta por la “verdadera |
geometria”. Asi, GAUss y LOBATCHEVSKI intentan el experimentum

crucis. GAUSs, todavia en 1817, estd convencido de ser, la geome- |
irfa, una ciencia de la naturaleza més. En carta a OLBERS escribe:

Tal vez en esta vida tengamos otros puntos de vista sobre la.
“esencia del espacio, que ahora nos son inasequibles. Mientras
tanto, la geometria no deberia compararse con la aritmética, que |
existe puramente “‘a priori”, sino, mds bien, ser colocada en el |
mismo plano gue la mecdnica ©.
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puede hallarse en la adecuacién o no a la realidad. Su fundamen-
tacién, por ello, aparece dudosa en los propios elementos geométri-
cos, obtenidos como “abstraccién” de la misma. Por ello el descu-

| brimiento formal de la estructura algebraica subyacente a las dis-
il tintas geometrias se convertird en uno de los pasos decisivos para

lograr tal fundamentacién. Aunque previo a este hecho se hicieran
ntentos para lograr tal fundamentacién de modo intrinseco, provo-

jcando la vuelta al estilo geométrico.

3. ESTILO AXIOMATICO.

La Geometria se ha despojado de su configuracién figural, de sus

jenlaces con la realidad sensible. No puede fundamentarse, como
| edificio racional, en ella. Sin embargo, antinomia de toda la Matemi-
itica, se enraiza en la misma. Cabe la pregunta, entonces, por el ser
" propio de tal construccién, de su iltimo fundamento, La respuesta
ila dard el propio modelo euclideo. La Geometria no serd més que

un inmenso edificio hipotético-deductivo, construible axiomitica-

imente. Y a esta construccién se dedican los matemdticos de finales

del siglo xix, con el expreso intento de mejorar lo establecido en
los Elementos, que se ven insuficientes, tanto en su contenido como
en su propia formulacién.

El empirismo de Pasch.

i Uno de los primeros en dar una axiomdtica que se pretende sa-
[ . - . N
itisfactoria es MORITZ PAScH, quien en 1882 publica sus Lecciones

de Geometria moderna. Sin embargo, todavia Pasch se aferra —para
justificar la antinomia antes apuntada— a un empirismo segiin el

f cual Ja Matemdtica es una especie de ciencia de la naturaleza, apo-
! yandose sus conceptos directamente sobre Io perceptible y teniendo

Pero el experimentum crucis no se enc . i - s . :
sulta mol deabl;c or ub:z’: u ot:a Oeoren:tr’:m}fr:mm esp acwdno r: i sus proposiciones gue ser demostrables empiricamente en el sentido
P & 'a. ermanece mudo ante | de comprobables. Las relaciones entre los conceptos

la pregunta por la verdadera naturaleza suya geométrica, por la ver- |
dadera geometria. Carece de sentido, como afios después sostendra

. ] E deben estar de acuerdo con los hechos experimentales, aungue
POINCARE, el intento de tal experimento, En este caso, la “verdad” de |
i

la mayoria no se tome directamente de la experiencia, sino que
son demostrados, y los mismos conocimientos precisos para
la demostracion —ademds de las definiciones de los conceptos
derivados— constituyen una parte de toles relaciones.

la geometrfa cuclidea y de la proyectiva que logra englobarla, 1o |

“ 1d., p. S8. ?
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Con estas hip6tesis PascH define los conceptos fundamentales de
una manera empirica. Asi, los puntos son cuerpos, limites de obser-
vacion. El espacio manejado, finito, para poder temer asi plena se-
guridad de interpretacion intuitiva;

Los conceptos geométricos fundamentales y los axiomas se ad-
quieren sobre objetos, de los cuales se estd, relativamente, poco
alejado; fuera de tal dominio, no es, pues, legitima su aplica-
cidn, si ulteriores razones no lo consienten . ’

Conceptos fundamentales que serdn, para Pascy, los que se pre-
sentan a todos los hombres como tales. Hay una muy fuerte carga
de psicologismo en la teorfa de PascH.

Los conceptos fundamentales no se definen porque no hay de-
finicion que pueda sustituir a la observacion de objetos natu-
rales adecuados, la cual se apoya exclusivamente en la com-
prension de conceptos simples que no se pueden reducir a otros.

PascH ve el peligro que intentaba conjurar dentro de su propio
sistema. Si la intuicién del espacio es la que conduce a la Geometria,
el peligro de que esa misma intuicién Neve al error o 2 la equivoca-
cién es total. PASCH cree superar la dificultad imponiendo restric-
ciones a los axiomas :

Los axiomas deben contener todo el material empirico necesa-
rio para construir la Matemdtica, de tal modo que, una vez sen-
tados, no sea preciso recurrir mds al testimonio de los sentidos.
Para obrar con mayor seguridad, deben establecerse de antema-
7o las restricciones a que esté supeditada la aplicacion de cada
axioma ®.

El hombre, todos los hombres, tienen por igual la evidencia in-
tuitiva de unos conceptos y de sus relaciones. El matemdtico esta-
blece aquellos que va a utilizar en la construccién de una ciencia
determinada. Los pone en primer plano. Indica el contenido, con toda
claridad, de esas proposiciones. Y a partir de aqui hace una construc-
cién meramente formal, olvidando cualquier otro sentido, cualquier

** Lecciones de Geometria moderna, Ed. Junta Ampliacién Estudios, Ma-
drid, 1913, p. 24. Trad. REY PasTOR-ALVAREZ UDE.
“ Id., p. 23. :

A e e A
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‘{ mueva solicitacién de la experiencia, de la intuicién. Llega al extremo
-4 de sugerir la supresion de las figuras, no sélo de la escrita, sino

de las imaginadas, de la redaccién geométrica, salvo en los axiomas,
exceptuados por el cardcter empirico de los mismos.

Pues, en general, la intervencion de la figura no es necesa-
ria; lo que realmente hace es facilitar la comprension de las
relaciones enunciadas en el teorema ¥ de las construcciones aca-
S0 necesarias para la demosiracion, y, ademds, es un fecundo
medio para descubrir tales relaciones Y construcciones. Pero si
ho se teme el sacrificio de tiempo y trabajo, se puede pres-
cindir de las figuras en la demostracion de los teoremas; mds
atn, el teorema solo esté realmente demostrado cuando la de-
mostracion es completamente independiente de lg figsura.

Los axiomas no se pueden concebir sin la figura correspon-
diente; son la expresién de lo que se ha observado en ciertas
‘ figuras muy sencillas. Los teoremas no se fundan en la obser-
.i vacion, sino que son demostrados: toda conclusion que apa-
i rece en el curso de la demostracién debe confirmarse en la
4 figura, pero no es con ella como se justifica, sino con una pro-
] posicion cierta (o definicion) que le precede *.

PascH establece como evidentes Ios conceptos de punto, recta,
plano y la relacién ser superponible a. Impone como condiciones

: fundamentales al sistema cientifico que debe ser construido las cuatro
siguientes : '

L. Los términos primeros que permiten la
jdemds han de ser enunciados explicitamente.

2. Las primeras proposiciones o axiomas, de los que se deducen
i las restantes proposiciones o teoremas del sistema, han de ser enun-
i ciadas explicitamente, en su totalidad.

3. Las relaciones entre los primeros términos han de ser rela-
ciones légicas, con olvido de su contenido eidético.

4. En las demostraciones sélo deben intervenir las relaciones
{l6gicas con supresién radical de la lamadas a Ia intuicién. Para
rello, si es preciso, deben suprimirse hasta las figuras por el peligro

‘que encierran de dar un sentido intuitivo distinto a un contenido
. determinado,

1

definicién de ‘los

:
J
i
N
.
I

“ Id, p. 62-3,
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PAscH inicia, con ello, la vuelta a la axiomatizacién de la Geome-

trfa, aunque permanezcan, en su concepcidn, restos de empirismo
psicologista. Restos que afectan, mds que a la construccién en si del
edificio matematico, a su propia posicién pensadora respecto a la
naturaieza o “esencia” de la Matemdtica.

El éxito de la obra de PascH, el ambiente que lo entorna, hacen
que a partir de esta fecha, entornos de 1880, la axiomatica se caracte-
rice, esencialmente, por los trazos siguientes:

a) Todos los conceptos de base y todas las relaciones de base
de la ciencia a axiomatizar son enumerados completamente. Cada
concepto posterior ha de ser referido a los anteriores mediante una
definicién. Las definiciones reales no existen.

b) Todos los axiomas o postulados —desaparece la distincién
clésica, apoyada en la etimologia entre ambos conceptos, ganados
por el sentido de postulado— son enumerados completamente. 1os
demds enunciados o proposiciones son obtenidos mediante una de-
duccién estrictamente 1dgica.

En esencia, ambos trazos son los requeridos por los griegos
para la exposicién global de la Matemstica. Bl cardcier 16gico, de-
ductivo, se acentia, sin embargo, Es, quizé, el aporte y originalidad
nuevos. En ambos trazos el acento se pone, no ya en la mera enu-
meracién de los conceptos y proposiciones primitivos, sino en que
dicha enumeracién sea completa, sin posterior introduccién de axio-
ma o concepto implicito alguno. Con lo cual se suprimen las ltama-
das a la intuicién propias del cardcter figural de la Matematica
griega. Ademds, al rechazar la distinciéon entre postulado y axioma,
se rechaZa"la “verdad” de éstos, entendiendo por verdad la adecua-
¢ién o no ala realidad circundante, por lo cual los postulados han
de admitirse por su potencia deductiva y no por su carga de “verdad”
adecuadora. El postulado o axioma se convierte en mera hipétesis
de la que partir, en su sentido m4is auténticamente platénice de no
alcanzar, el matematico, la verdad, sino la mera hipdtesis.

Hilbert y la Geometria.

El estilo que implican estos principios es, claramente, ¢l estilo
geométrico cldsico. Es una vuelta radical a este estilo la realizada
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por los gedmetras de finales del siglo xix. La obra que culmina todo
este esfuerzo geométrico, sistematizador, y que da Paso a un nuevo
enfoque de la expresién matemdtica, a un nuevo “estilo” del pensar,
trabajar y expresarse el matematico, es la de Davip HiLBerT, Fun-
: damentos de la Geomerria, publicada en 1899 bajo forma de me-
: moria para la inauguracién del monumento a Gauss-Webwer, en
Gottingen.

;

1

f HiLBERT pretende desprenderse de todos los recursos de las im4-
| genes sensibles para no retener mas que Ias tinicas relaciones l6gicas
!

!

|

o entre los entes de la Geometria. Es la misma posicién a la que
~ llegaba Pasca, pero sin la admisién de la “realidad™ de los elemen-
i tos fundamentales,

! Para Davip HiLBERT, como para toda la corriente posterior
 l6gica, los axiomas no se diferencian de las demas proposiciones o

1 enunciados de la ciencia por tener o no unos determinados carac-
 teres intrinsecos o, como en Pasca, por ser la esquematizacién de
i la realidad. Los axiomas no son tales porque se nos impongan ne-
| cesariamente, por ser “evidentes”. Ningtin axioma puede llevar la
etiqueta de verdadero en el sentido clésico de la palabra, porque
la Geometria nada tiene que ver con la “realidad” empirica, material.
i La diferencia con los demis enunciados estriba en que siendo propo-
: siciones cualesquiera, la eleccidn hecha por el matemitico les con-
| fiere el cardcter de no demostrados. Pero no en si, sino en el con-
junto de las proposiciones de este sistema. Pueden ser preposiciones
i de este sistema. Pueden ser proposiciones demostrables eligiendo

i otras proposiciones del mismo como axjomas.

Pero hay un hecho aitn mds importante en el enfoque de HILBERT,
i Las proposiciones primeras que se adoptan no dicen nada acerca
¢ de la naturaleza ontolégica de los objetos con los cuales va a operar
: el matemdtico. Tal naturaleza importa poco. Los objetos pueden
| imaginarse como le apetezcan a cada uno. El propio HILBERT, en
. carta a FREGE, exponia:
|
: Si yo imagino que mis punios son un sistema arbitrario de
; cosas, por ejemplo, el sistema “amor, ley, deshonillador..” vy
| considero la toralidad de mis axiomas como relaciones entre
1 esias cosas, entonces mis teoremas, por ejemplo, el de Pitdgoras,
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también serd vdlido para estas cosas. Con otras palabras: Cada
teorema puede aplicarse a una infinidad de sistemas de elemen-
tos fundamentales ¥.

En otras ocasiones, HILBERT habia propuesto, continuando en
su linea irénica, como sistema fundamental el de “mesas, sillas,
jarros”. Naturalmente, HILBERT no pretendia crear una geometria
con tales elementos —como tampoco DEDEKIND pretendia construix
un andlisis convencional al sustituir ¢l mimero real por objetos cua-
lesquiera, carentes de sentido—, sino indicar la arbitrariedad elec-
tiva de los mismos, siempre que estuvieran caracterizados o defini-
dos por axiomas convenientemente clegidos, ademds de indicar que
tales conceptos no corresponden a realidad alguna concreta, prede-
terminada, como en el caso de la Geometria cldsica euclidea o, in-
cluso, en la de PascH.

La Geometria, de esta forma, desembocaba en una construccién
estrictamente formal, independiente de cualquier realidad que no
fuera la del espiritu humano que la construfa. Naturalmente ello
implica la aparicién de nuevos problemas. Asi, la fundamentacion
de tal sistema geométrico, al mo venir dada por la adecuacion a
realidad alguna, debe encontrarse en el interior del propio sistema.
Surge, con ello, la problemdtica, ausente en la construccién cldsica,
de una de las condiciones fundamentales a que ha de someterse una
construccién formal: la no-contradiccién del mismo. No-contradic-
cién que ha de ser demostrada para los sistemas clegidos en el
sentido de que no pueda obtenerse de ellos una proposicién y su
contraria, ya que en este caso, y por las leyes de.la Légica, el sis-
tema Pérmite obtener absolutamente todas las proposiciones que
uno desee. Deja, con ello, de tener interés alguno porque el sistema
deja de ser tal. Ademds, si la deduccién de las proposiciones a partir
de los axiomas ha de regirse \inicamente por la légica y no por el
contenido eidético de las mismas, el estudio de las reglas de la 16-
gica ha de realizarse y exponerse con toda claridad, por no intro-
ducir, en el proceso de deduccidn, proposiciones que no s¢ ajusten
a tal marcha légica deductiva. El estudio de tal proceso demostrativo,
con un renacer de la discusién en torno a si es, el proceso matema-

4 Dp MESCHKOWSKI: Introduccion a la Matemdtica moderna. Ed Selec-
ciones Cientificas, Madrid, 1967, p. 9.
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tico, independiente del 1égico o mera consecuencia del mismo, pro-
vocaré el nacimiento de la llamada Logica matemdtica y de distintas
tendencias en su interior.

Junto a problemas como los anteriores, el desarrollo y presen-
tacién de un sistema geométrico presenta otro haz de nuevas cues-
tiones. Asi, la eleccién de los axiomas, la manera de realizarla, de
forma tal que de los mismos puedan ser obtenidas rodas las proposi-
ciones geométricas. Es el problema de la completitud. Igualmente es
deseable, por razones de caricter estético, que sean independientes
entre si. Razon estética, pero de alcance insospechado, ya que la
demostracién de la independencia de un axioma respecto de los
demds, posibilita la creacidn de nuevos sistemas geométricos cuya
potencia tanto estrictamente matemdtica como para posibles apli-
caciones a otras disciplinas se ha mostrado realmente fecunda. Cabe
citar, en este sentido, que el proceso demostrativo de esa indepen-
dencia fue marcado por las geometrias no-euclideas, que se pueden
interpretar, precisamente, como demostraciones de la independencia
del postulado V respecto a los restantes postulados del sistema,
aunque LOBATCHESKI no tuviera conciencia plena de que su obra
pudiera ser orientada en este sentido. E! propio HiLBERT, para de-
mostrar la independencia de los axiomas de la Geometria clésica,
construird geometrias de muy diversos tipos, como las no-arguesia-
nas, las no-arquimedianas, las no-pascalianas...

En cuanto a la no-contradicciéon de la Geometria, HILBERT recu-
rre a un proceso indirecto, ligdndose a la corriente de aritmetiza-
cion del andlisis. La no-contradiccién de la Geometria, al no poder
apoyarse en la “realidad”, puede ser avalada por la no-contradiccién
del cuerpo de los niimeros reales. Y éstos, por el proceso de aritmeti-
zacidn, descansan en el ndmero natural, La corriente geométrica
desemboca, de esta forma, en el mismo punio que la del anAlisis,
en afirmar que la base o apoyatura de la Matemdtica debe ser el
numero natural. Sin embargo, en el estilo, desemboca en una vuelta
al geométrico, aunque pretendiendo alcanzar un grado de rigor que
éste no posefa, perdiendo, a la vez, la pretension de ser una ciencia
verdadera, convertida la Geometria en mera construccidon hipotético-
deductiva.
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3. CORRIENTE ABSTRACTIVA

1. PERMANENCIA DE LAS LEYES FORMALES,
El problema notacional briténico.

Consecuencia de las criticas de BERKELEY, de la vuelta al estilo
clisico sin empleo de aparato algoritmico excesivo por parte de
algunos matemdticos y, final, aunque fundamentalmente, de la ausen-
cia de notacién adecuada, e! aporte britdnico a la Matemdtica del
siglo xvii no fue muy brillante. Sin embargo, a principios del siglo
XIX un grupo de jévenes mateméticos se pone en contacto con la
Matemadtica continental, y se convierten en sus portavoces en las
Islas Britdnicas. Su apasionamiento es tal, que el dicho les pone como
lema “establecer los principios del puro d’ismo en oposicién a la
era del punto en la universidad”. El juego de palabras contrapone
el término “d’ism” como doctrina teolégica y, a la vez, notacional
" de LEIBNIZ, con el “dot-age” 0 “era del punto”, que puede significar
“dotage™, *“chochez”, como sinénimo de la notaci6én newtoniana.

En 1816 traducen un texto de cardcter diddctico elaborado por
SILVESTRE FRANCISCO LACROIX que, si Do gran matemdtico, poseia
excepcionales cualidades de expositor. Lacroix habia publicado una
extensa obra en dos volimenes que en 1806 resume en el Traité
élémentaire de calcul différentiel et de calcul intégral, que es el
traducido al inglés, adaptado al castellano por CHAlX, etc. En é1 se
exponen, en sus 606 paginas de edicidn francesa, con notacién de
LEIBNIZ y sus sucesores, todo lo obtenido por la Matemdtica en sus
relaciofies con el Andlisis. Su traduccién va a constituir un momento
decisivo para Ja Matemitica britdnica y, como consecuencia, para
toda la Matematica.

En 1820 el grupo de jévenes traductores le agregan dos volime-
nes de ejercicios. Grupo de jovenes entre los que destacan J. F. W.
HEerscHEL —hijo del célebre astrénomo, y astrénomo él mismo—,
CHARLES BabBAGE —conocido principalmente por sus inventos de
méquinas analiticas— y, sobre todo, GEORGE PEAcock. Para pro-
mover un mayor acercamiento con la Matemadtica continental crean
la Analytical Society of Cambridge.

Portavoces del d’ismo leibniziano, van a concentrar su atencién,
con especial preferencia, en el simbolismo formal, operatoric. Y no
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“4s6lo ellos, la mayorfa de los matemdticos britdnicos que siguen sus
3pasos renovadores se concentrardn en el mismo problema, Ha sor-
4prendido el hecho de que la eleccién adecuada de un simbolismo
iposibilite el desarrollo de la Matemdtica, mientras que en caso con-
3 trario se provoca una cierta paralisis. Como reacciém, la bisqueda
;jde simbolismos adecuados, el manejo formal de tales simbolismos y
isu ampliacién a campos de objetos cualesquiera van a constituir las
inotas caracteristicas que se derivan de la misma. Notas que, a su vez,
ivan a provocar un nimero no despreciable de consecuencias. Enire

sellas, voy a destacar las siguientes.

n%De “operacion” a “ley de composicion”.

; Ya he mencionado el hecho de que el irlandés W, R. HAMILTON
fuera el primero en aritmetizar el concepto de nimero complejo, al
gconsiderarlo como par ordemado de nidmeros reales, HamiLTON
publicé por vez primera su resultado en 1837, desarrollindolo, ya

iperfecto, en 1853.

b

<‘ Esta aritmetizacién implica, naturalmente, que entre los pares
ide mimeros reales que constituyen los complejos, existen algunos
que pueden identificarse con los propios mimeros reales. De hecho
iia identificacién se realiza mediante una aplicacién @ — (a,0) que se
flemuestra provoca un isomorfismo entre el conjunto de los nimeros
1reales como cuerpo R y el subconjunto de los complejos cuya segun-
da componente es nula. Pero ello entrafia también que las operaciones
aritméticas a realizar entre los complejos —como la adicién y el
producto— sean consideradas como consistentes con las mismas ope-
faciones a realizar entre los reales. El concepto de operacidn sufre,
asi, una ampliacién, aunque de momento parezca timida,

Si la adicién puede definirse entre los complejos de una manera
formal, pero con apariencias de normalidad —ial definicién no es
otra que, si 21 = (x3, %), z, = (3, ¥,), entonces Lt = (g + v,
% + ¥;)—, en el sentido de que estd motivada por analogia con la
suma de mimeros reales —a los cuales se aplica de modo inmediato

" la forma (x,0) + (»,0) = (x + y,00—, no ocurre lo mismo con el

producto. Aqui su cardcter de artificiosidad es total, ya que este
poducto resulta ser

2iZe = (%, X3) O Y2} = (1)1 — x3¥, XYy + Xoyn)
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cuando lo natural pareceria ser la definicién dada por

(x1x5) (1, ¥o) = X1y, XeYs)

como en la suma. De hecho, con esta iiltima definicién, el producto
verifica las propiedades que tradicionalmente se le habian venido
atribuyendo: uniformidad, asociatividad, conmutatividad, Es, in-
cluso, distributivo respecto a la suma anteriormente definida. Con
lo cual, los complejos constituirian, con estas dos operaciones, un
semianillo abeliano. Sin embargo, esta multiplicacién carece de ele-
mento neutro, ya gue

Ly =

(LO) (x.y} = (x,0) # (x,)

y provoca, ademds, la existencia de divisores de cero —ya que, (x,0) |
# (0,0} = (0,y) v, sin embargo, (x,0) (0,y) = (0,0)—. No satisface, por
lo tanto, todas las condiciones formales que de siempre se habian
atribuido al producto de nimeros.

Se plantea, en este punto, una clara disyuntiva, O aceptar como
definicion de “producto” entre dos objetos la nueva operacién, sa-
biendo ya de antemano que no cumple las tradicionales propiedades
del producto, por lo que el mismo concepto de operacién sufre una
ampliacién decisiva, o rechazarla, buscando artificios para adecuarla
a la idea cldsica de producto. HaMILTON optd, en 1837, por la se-
gunda alternativa, ya que su finalidad se encontraba, entonces, en
dar un fundamento a los nidmeros complejos, aceptados por todos

los matematicos, manejados hasta con interpretacién grifica desde

tiempos atrds, pero sin ninguna justificacién rigurosa. Intentaba, me-
ramente, justificar, aritmetizar de modo riguroso algo ya existente,
y solo pedia realizar tal justificacion con la definicién artificial dada.
Afios después, W. K. CLIFFORD, también inglés, realizaria el estudio |
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J|ducto, ampliado, ya, de modo definitivo, a operar con entes no
; estrictamente numeéricos.
"l
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En este sentido corresponde a Pracock el haber sido el primero
+en marcar la ruta a seguir. En 1830, en su Tratado de Algebra, habia
!mostrado cémo los signos x, y, z, por ejemplo, en férmulas como
Ay + D =xy+xz,,% + y=y-+ x,, xy = yx no tienen por qué
!des1gnar forzosamente, nimeros. Ello supone admitir que las ope-
{ramones cldsicas de la suma y del producto se amplian. Peacock,
.por ello, impone, evitando la absoluta arbitrariedad, el “principio de
;permanencia de las formas equivalentes”, por el que tales amplia-
|ciones a conjuntos cualesquiera deben realizarse de tal forma que

‘verifiquen las propiedades de dichas operaciones aplicadas al campo
;a ampliar.

. Se pueden resumir los hechos anteriores indicando que la escuela
ibritdnica, en los alrededores de 1830 a 1850, y movida por la con-
;sideracién estrictamente formal de las operaciones, amplfa tanto el
conccpto de tales operaciones como €l de los elementos entre los
‘cuales pueden realizarse. La escuela inglesa ha dado paso, mediante
‘un proceso abstractivo respecto al significado de la notacién, a lo que
;ahora se ha denominado’ “ley de composicién” entre los elementos
de un conjunto cualquiera. Con ello ha dado paso a que se considere
;como fundamental, no ya los elementos de esos conjuntos cuales-
‘quiera, sino la estructuracién de los mismos mediante las leyes de
‘composicién.
La obra de todo este periodo encontrard resumen en el libro
:de H. HenkEL, alemdn, Teoria de los sistemas de niimeros com-
: plejos, de 1867, donde se precisa el principio dado por Peacock,

que recibe el titulo de “principio fundamental de la permanencia
‘de las leyes formales™.

completo de los tres casos que se presentan en el producto formal : :

que posibilite la definicién anterior.
Aceptando la segunda alternativa, el propio HAMILTON crea en

12, AMPLIACION DEL CONCEPTC DE FUNCION.

1853 un nuevo ente matemitico, el cuaternién, donde el producto ;

ya no cumple todas las propiedades formales. El conjunto de los

cuaterniones es el primer ejemplo y el inico de cuerpo no conmu-
tativo que puede conmstruirse a partir del cuerpo de los mimeros
reales. Poco después, A. CayLEY, igualmente britanico, crea el cilculo
matricial, en 1855, auténtica Algebra Universal como fue denominada
por los ingleses, y que tampoco verifica la conmutatividad del pro-

Por otro lado, el concepto de funcién también habia venido su-
rfnendo ampliaciones. De tal forma que el término “funcién’ no va
‘a designar tnicamente la correspondencia entre mimeros, caracte-
irizada mediante expresiones analiticas conocidas. Se pasa a hablar
!de “ley de correspondencia” entre dos conjunios, y esta vez, no
:86lo numeéricos. Dificultad bésica de esta manera de definir el con-

.12
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cepto de funcidn es el término “ley”, de muy dificil concrecién. A pe-
sar de lo cual permite ser aplicada al establecimiento de multiples
correspondencias entre conjuntos cualesquiera, Asi, puede hablarse
de funcidn en casos como los siguientes:

junto de las provincias del mismo, la correspondencia que asigna a
cada ciudadano la provincia en la que ha nacido, es una funcién
de A sobre B.

b) Sea A el intervalo [0,1] de R ¥ B el intervalo, también de
R, {0.9]. La correspondencia x — x°, con x€A, x*€B, constituye una
funcién de A sobre B que puede expresarse de manera analitica
como y = x* = f(x), con xEA.

Este tipo de correspondencia contiene lo que se venia conside-
rando como funcién, segin las citas que he dado de EULER, de
ScHLOMICH... Sin embargo, correspondencias como las signientes
no encajan en el marco de tales definiciones:

¢} Sea P el conjunto de todos los poligonos p simples, cerrados,
bertenecientes al plano, R* el conjunto de los mimeros reales no
negativos. El drea encerrada por un poligono p no es mds que una
correspondencia entre P y R*. Bl 4rea es una funcién de P sobre R*.

d} Sea el conjunto 4 de polinomios en una indeterminada P(x)
y B el conjunto de polinomios en la misma indeterminada tales que
si p(x)EB, p(x) es la derivada de P(x). La correspondencia en la cual
asociamos a cada P(x) su derivada correspondiente define una fun-
cidn de A sobre B.

En ambos ejemplos se establecen correspondencias cuyos elemen-
toé_fiueden ser, como en el caso 4), funciones. Ello implica, eviden-
temente, una ampliacién absoluta, total, en el concepto de funcién
querido por los matemdticos del siglo xix.

Pero este tipo de correspondencias se establece a partir de un
conjunto sobre otro; igualmente en la ampliacidn del concepto de
operacion se presenta como fundamental la indicacién del conjunto
en cuyo interior se realiza dicha operacién. Asi, hablar de la dife-
rencia o division entre dos elementos cualesquiera de un conjunto
puede carecer de sentido. De hecho, x-y, si tanto x como y designan
nimeros naturales, puede ser irrealizable, Andlogo con x:y si re-
presentan ya naturales, ya enteros.
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Se hace evidente la necesidad de estudiar tales campos de va-

i{ riacién funcional o de ley compositiva de un modo directo, v en si
i mismo. Estudio que, ligado a la corriente analitica, en la cual las
‘ funciones presentaban conjuntos a veces finitos, a veces no, de dis-
a) Dado el conjunto de ciudadanos de un pais A, v B el con-

continuidades en el campo de definicién, por lo que tales campos

0 conjuntos tenfan que ser estudiados en su estructura fntima, iba 2
‘|dar como resultado 1a creacidn, en un proceso de sintesis dialéctico
jpermanente en la Matemdtica, de una de

las ramas mis bellas de
;foda la Matemdtica existente, la Teoria de conjuntos. Obra de sinte-
isis creadora realizada principalmente por GEORGE CANTOR ¥ que se
1ha convertido en el fundamento y base de toda la Matematica actual,

iaunque ella misma no posea un fundamento radicalmente seguro.

| Si los conjuntos a los cuales se pueden aplicar leyes de compo-

1sicién arbitrarias, a condicién de que verifiquen ciertas leyes forma-
|les —impuestas de manera axiomdtica— pueden ser conjuntos de
‘elementos cualesquiera, es evidente que éstos pueden elegirse o cons-

ltruirse arbitrariamente, De hecho, las construcciones citadas de los

J:mateméticos ingleses lo prueban con claridad. Nacen, asi, nuevos
‘entes matematicos como 1os vectores —que por su fecundidad han
{llegado a absorber la presentacion de la propia Geometria, convertida
jeu Geometria vectorial, entre otras—, cuaterniones, sistemas hiper-
lcomplejos generales, matrices, leyes no asociativas. .., por obra de
|HAMILTON, SYLVESTER, CAYLEY...

k!
i

3. ALGEBRIZACION DE LA Lécica.

Cabfa la posibilidad de ampliar las “leyes de composicién” a sis-
‘temas ya construidos, aparentemente no matematicos, pero con rela-
«cién estrecha con ellos. Asi, a la Légica, necesitada de correccién
'y perfeccionamiento en su sentido formal, como pondrian de ma-
‘nifiesto las distintas corrientes de la Matemdtica durante todo el
siglo. Corresponde a otro britdnico, GEORGE BooLE dar Ia respuesta
afirmativa a esta posibilidad, realizando una auténtica algebriza-
jcién de la Légica en sus Leyes del Pensamiento, publicado en 1854,
jaunque seis afios antes, en su obra Andlisis matemdtico de la Légica,
|apuntara esta algebrizacién, Para ‘ello, BooLE parifa del hecho si-
guiente en la Introduccién de esta tltima obra -
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Los que estin familiarizados con el presente estado de la teoria
del Algebra simbdlica, saben que la validez de los procesos del
andlisis no depende de la interpretacion de los simbolos emplea-
dos, sino solamente de las leyes de sus combinaciones. Todo
sistema de interpretacién que no afecte a la verdad de las rela-
ciones supuestas es igualmente admisible ¥, por lo tanto, el mis-
mo procedimiento puede, segiin un esquema de interpretacion,
representar la solucion de un problema sobre propiedades de
los niimeros, segin otro de un problema de geometria, y se-
gtin un tercero de un problema de dindmica o de dptica *,

Palabras enteramente semejantes 2 las dichas por PEACOCK en su
Tratado de dlgebra, aunque parece ser que BOOLE no llegé a leerlo.
Con esta concepcién de la operacion, es evidente -que BooLE afir-
mara que la Matemdtica trata de

las operaciones consideradas en si mismas independientemente
de las diversas materias a las gue pueden ser aplicadas.

Entre estas materias a las que va a plicar el mismo procedimiento
matemdtico, se encuentra la Légica, para cuyo célculo

reclamo un lugar entre las formas conocidas del andlisis ma-
temgdtico.

El propésito que asigna a las Leyes del Pensamiento lo aclara con
los siguientes términos

El objeto del tratado siguiente es investigar las leyes funda-
mentales de aguellas operaciones del espiritu por las cuales
~Se realiza el razonamiento: dar expresion de las mismas en el
lenguaje simbdlico de un Céleulo, ¥y sobre este fundamento
establecer la ciencia de la Légica y construir su método; hacer
de ese mismo método la base de un métode general para la apli-
cacion de la doctring matemdtica de las Probabilidades; y, fi-
nalmente, recoger de los diversos elementos vdlidos obtenidos
en el curso de estas pesquisas algunas probables informaciones
acerca de la naturaleza y constitucion del espiritu humano.

* Existe versién casteilana de esta obra por A. Asti VERA en op, cit.
en nota 8. El dndlisis comprende pp. 55-166 con notas ¥ comentarios. Tam-
bién se reproduce el Cap. I de Leyes del Pensamiento, pp. 168-193.
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Para lograr esos objetivos hay que superar la formulacin “antj-

| gua y escoldstica” que de la Légica ha imperado desde ARISTOTELES,
i Hay que partir de

un ¢studio profundo del lenguaje, ya que es me-
diante él, mediante las palabras como se comunican los hombres,

;i GEORGE BoOLE pone el acento sobre este hecho, con absoluta cla-
3 ridad,

La teoria de la Légica y la teoria del lenguaje resultan asi inri-
mamente relacionadas .

| Este enfoque se ha mantenido hasta el momento presente, inter-

relacionando Légica, teoria del lenguaje, Matemdtica, Y lo primero
que encuentra BOOLE, es que el lenguaje tiene dos fines. Por una
parte, el lenguaje comiin es instrumento o medio para la expresién
del pensamiento. Pero este fin, si fuera exclusivo, no serviria de
mucho al hombre. Este necesita pensar, no sélo expresarse. Y, para
pensar, el hombre requiere de un lenguaje. Esta es la funcidn, el
fin mis noble del mismo. Fl yinico que considerard BooLk, Quien
afirmarg :

El lenguaje es un instrumento de Ig razén humana, y no un
mero medio para la expresion del pensamiento.

Gracias al lenguaje el hombre piensa y, ademds, se expresa,
Ahora bien, el lenguaje comin no es el mds ideal para ninguno de
estos dos fines. Carece de rigor, se multiplican en &l las ambigiie-

i dades, el equivoco, las falacias. Tiene lagunas y defectos. Por ello
' es preciso recurrir a la creacién de un lenguaje més apto, m4s per-

- fecto, que suprima esos errores. El ejemplo

de la Matemitica se le
presenta a cualquier pemsador que se enfrente con este problema,

- ¥ mds si es, a la vez, matemdtico. La Matemitica se considera como
! una ciencia de rigor, de seguridad. Es terreno firme, piensa en gene-
' ral el no muy habituado en los terrenos de la propia Matematica.
'Y lo es, porque su lenguaje es simbélico, independiente a contenido

experimental alguno. No opera con cosas, emociones, objetos, sino
con signos. Atiende, por ello y <asi con exclusividad, al propio ra-
zonar humano. BooLE pretende crear, por ello, un lenguaje simbélico,

. formal, y partir, para ello, de un hecho

‘" An. mat. de la Lég., Introduccion,
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Los elementos de que se compone todo lenguaje son signos y
simbolos. Las palabras son signos.

Las palabras designan, sin embargo, muchas cosas. A veces,
cosas materiales, objetos del mundo que nos rodea. Otras, las ope-
raciones con las que el pensamiento humano relaciona o combina
las nociones simples de las cosas en conceptos complejos. Otras,
representan las emociones del espiritu. Pero en todas estas ocasiones,
si se quiere representar esas palabras por escrito, se tendr4 que utilizar
signos o “simbolos representativos”, que gozan de un caricter co-
mun, el de ser marcas arbitrarias. Es evidente que, con este sentido,
BOOLE no tiene més remedio que aceptar la existencia de otros sig-

nos, como los matematicos, incluidos en esta categoria, porque gozan.

de la misma propiedad, ¢l de ser marcas arbitrarias. BooLE definiré
los signos

Un signo es una marca arbitraria, que tiene una interpretacion
fija, y es susceprible de combinacion con otros signos sometidos
a las leyes fijas que dependen de su mutua interpretacion,

La ltima parte de su definicién implica la misma regla que para
el manejo de las variables en Matemdtica. Es decir, un signo sdlo
puede tener un significado, y siempre el mismo, dentro de un pro-
blema; aqui, dentro de un razonamiento. Con lo cual, todas las
operaciones de un Lenguaje, considerado por BOOLE como instru-
mento del razonar pueden realizarse por

un sistema de signos compuesto de los siguientes elemenios:
~ L. Simbolos literales, como x,y, z..., que representan cosas
0 conceptos de nuestras concepciones.

2. Signos de operaciones, como +, —, . , que indican

operaciones del espiritu por las cuales concepciones de cosas.

son combinadas o resueltas para formar nuevas concepciones
envolviendo los mismos elementos,

3. El signo de identidad =.

Las palabras anteriores definen, por vez primera, lo que es un
Cilculo formal. Naturalmente, BooLE mantiene todavia conceptos
como “representar cosas o conceptos”, “operaciones de nuestro es-
piritu”, dentro de la formulacién sintdctica del Célculo formal.
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14 AMBIGUEDAD DE LOS TERMINOS,

Las ampliaciones, tanto conceptuales —como en el caso de fup-
1¢ién, o en el de algebrizacién de la Légica, con su paso a un Lenguaje

iformal— como formales —en el caso de ley de composicién—, iban

a dar entrada a posibles ambigiiedades en los términos a utilizar,
Ya he indicado la multiplicidad de interpretaciones que puede tener
fun término como “producto”. El eguivoco que se pretendia deste-

irrar de la Matemdtica se introducfa en ella en el mismo momento

'en que parecia ir alcanzando el rigor absoluto.

En los primeros momentos este equivoco parecia poder superarse
;mediante la especificacién precisa de los conjuntos entre los cuales
ise definian las leyes de composicién. Sin embargo, ya HENKEL habia

jindicado que estas leyes debian obedecer a ciertas proposiciones
iformales. Es decir, que sus leyes formales deberian ser las mismas

{cualesquiera que fueran los conjuntos entre los cuales se definieran.
18e estaba a un paso de admitir que lo esencial no era el tipo particu-
ilar de conjunto, sino la estructura a que estas leyes de composicién
idaban paso en los mismos. Con lo cual lo importante no seria la
‘especificacién del conjunto junto a su operacién para evitar ambi-

| giiedades interpretativas de las expresiones formales. Lo importante

5 serfa la estructura misma de la cual cada conjunto particular dotado
ide una operacién no seria mas que un modelo, una realizacién o in-
iterpretacidn distinta de esa misma estructura. Tales estructuras abs-
‘fractas deberian definirse, como se deduce inmediatamente de lo
ranterior, con total independencia de cualquiera de tales interpreta-
iciones o realizaciones. Y el tinico medio para lograr este objetivo
‘s encontrarfa en la formulacién axiomdtica, en una vuelta al estilo
' geométrico, perfeccionado mediante la formulacién, también axioma-
tica, de las reglas 16gicas a utilizar.

. La tercera corriente, que he denominado abstractiva, conducia al
‘mismo punto que las anteriores: necesidad de que la formulacién
'matemdtica se hiciera en un estilo axiomdtico formalizado. Incluso
idaba la primera formulacién o ejemplo de lo que debia ser tal sis-
[tema formal. Tba a precisar, adems, otro elemento: la ambigiiedad
idel lenguaje ordinario para reflejar tales estructuras formales. Que,
ﬁpor totalmente abstractas, necesitan para su formulacién de una sim-
‘bologia nueva, especial. Ya el trabajo de GEORGE BooLk puso de
relieve que la Légica podia utilizar un simbolismo de cardcter alge-
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braico que impidiera la aparicién de ambigiiedades, a la vez que
el trabajo del escocés HaMILTON mostraba la importancia de la
cuantificacién en los terrenos l6gicos. En este sentido, el trabajo
de PEANO y su escuela, en los iiltimos afios del siglo x1x y primeros
del actual, se muestran de incalculable valor, al proporcionar un
simbolismo adecuado para tal fin. Simbolismo que ha sido adoptado
por la mayoria de los matemdticos.

8. ESTILO FORMAL

Las consecuencias a que dan lugar las tres principales corrientes
de la Matemdtica durante el siglo Xix en cuanto a la fundamentacién
de esta ciencia y sus posibles repercusiones en el estilo, se pucden
resumir sefialando que conducen a la conviccién de que la Mate-
matica no es otra cosa que una ciencia formal o ciencia de las
estructuras formales, Por ello debe ser desarrollada en estilo axio-
midtico; utilizando un simbolismo conveniente para suprimir ambigiie-
dades y para dar méxima generalidad y abstraccién a sus desarrolios
y resultados.

Dentro de los marcos anteriores caben, sin embargo, multitud
de posiciones. Algunas, por ¢l tono polémico que se llegé a adoptar
en los comienzos del siglo XX en cuanto a la necesidad de superar
las antinomias surgidas en la teoria de conjuntos y en los principios
6gicos subyacentes, parecen antagénicas entre si. De hecho, respecto
a algunos puntos, lo son. Pero esos puntos, precisamente, lo son
en cuanto a enfoque que se pudiera denominar filoséfico, afectando
unicaMmente a la visién de la Matematica como ciencia, al “status™
ontoldgico de los elementos con los que opera el matematico, a sus
relaciones con la realidad, con la Légica, con la Lingiiistica... Afecta
muy poco al desarrollo en si de la Matemidtica y al estilo de la
misma, que ha realizado una superacién constructiva de los diversos
puntos de vista aparentemente contrapuestos de las diversas tenden-
cias y que dado ¢l objetivo de este libro no he podido desarrollar
ni siquiera esbozar ampliamente. La tendencia a la sintesis la reco-
nocia, por ejemplo, FERDINAND GONSETH al afirmar:

Se ha reconocido que en el campo tan amplio de actividad del
pensamiento matemdtico, en el fondo se sirve solo de un ni-
mero muy restringido de formas de razonamiento y la logistica
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ha descubierto el modo de representarlos con ayuda de sim-
bolos concretos.

Pero, por otra parte, para la definicién de un formalismo, las
directrices de la intuicion permanecerdn preponderantes, no es
posible hacer abstraccién de los fines y de las significaciones,
lo cual seria desnaturalizar las Matemdticas ®,

1. EL FORMALISMO.

Los mateméticos en torno a Davip HILBERT tomaron como doc-
trina lo que ha venido en lamarse “formalismo™ en contraposicién
a otras dos corrientes del pensamiento matemdtico de principios de
siglo, logicismo e intuicionismo.

El formalismo parte de los supuestos filoséficos enunciados por
Davip HiLBERT en su forma definitiva, en conferencia dada en julio
de 1927 en el Seminario matemdtico de Hamburgo, y publicada en
las Memorias de dicho Seminario del afio de 1928, recogida en la
séptima edicion de sus Fundamentos de la Geometria. Dichos su-
puestos son:

La Matemdtica, al igual que otra ciencia cualquiera, no puede
ser fundada solamente en la Légica; antes bien, en las ideas
preliminares nos es dado algo como condicién previa para la
aplicacion de los silogismos logicos y para la realizacion de
operaciones logicas: ese algo son ciertos objetos concretos ex-
tralogicos que intuitivamente se presentan ante todo pensa-
miento, como inmediato producto de lo vivido. Si la conclusion
ldgica ha de ser cierta, necesitamos que estos objetos puedan
abarcarse completamente de un solo golpe de vista por todus
partes; y su presentacion, su distincion, su ordenacion o su se-
riacion consecutiva estdn dados con cardcter intuitivo inmedia-
to al mismo tiempo que los objetos, como algo que ni puede ni
hay necesidad de reducir a otro algo. Este es el fundamento
filosofico que reputo como exigible a la Matemadtica y, en ge-
neral, a todo pensar, comprender y comunicar de indole cienti-
fica. En especial, en la Matemdtica son objetos a considerar
los propios signos concretos cuya figura, segiin nuestro punto
de partida, es inmediatamente clara y recognoscible. Esto cons-

4 Tomado de La nueva Matemdtica de VipaL ApascaL, Ed. Dossat, Ma-
drid, 1961, p. 36.
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tituye la menor cantidad de hipdtesis de la que no puede ca-
recer pensamiento cientifico alguno y que, por lo tanto, cons-

ciente o inconscientemente cada uno tiene obligacion de ob-
servar ¥,

Davip HiLBERT rechaza la teoria logicista de la reduccién mate-
mética a la Légica, pero también la tesis intuicionista extrema de no
necesitar, el matemdtico, objeto concreto alguno y utilizar dnica-
mente la intuicién. Esta, para el formalismo, opera con los da-
tos concretos, objetos materiales que son intuitibles directamente:
pero, a partir de esta primera intuicién o captacién del objeto con-
creto en su forma, la intuicién debe ser radicalmente desterrada.

El matemdtico, como cualquier otro ser pensante necesita, para ejer-

cer ese pensamiento, para pensar, de la previa existencia de objetos
concretos. Ahora bien, en la Matemitica esos objetos no son més
que las marcas de la tinta en el papel, de tiza en la pizarra, y no
entes de naturaleza ontoldgica especial.

Conviene precisar. Todo signo posee, al menos, dos sentidos o-

contenidos. Uno, eidético; otro, operacional, Dentro de un sistema,
un signo “significa™, designa algo; todo sistema lo es porque sus
Signos poseen una carga semdntica interior, ya que cuando se utili-
za el signo es para comunicar algo a alguien, y el contenido de
esta comunicacion es, precisamente, el contenido eidético del signo.
Por otro lado, un signo posee sentido operacional, en el sentido de
que se sabe cémo puede ser utilizado.

El formalismo pretende desterrar del signo su contenido eidé-
tico, aceptar unicamente su contenido operacional. Del signo debe
ser desterrada cualquier carga semdntica, quedando el signo sélo
como elemento grifico. Lo que de modo exclusivo se requiere del
signo es saber operar con él, no saber lo que significa. Es después
de haber realizado una construccién formal, de haber operado con
los signos cuando cabe darles una interpretacién, un contenido. Pero
es claro que, en este caso, pueden darse diversas interpretaciones del
mismo sistema y no una en especial. Cada interpretacidn serd vista
como una realizacién, como un modelo de ese célculo formalizado.
Precisamente es el punto al que habian conducido las corrientes de
fundamentacién del siglo anterior.

" Fundamentos de la Geometria, Ed, CS.LC., Madrid, 1953, p. 288-9.
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El empleo de un procedimiento puramente operacional evita,
junto a su gran capacidad generalizadora, muchos errores. Y ello
porque impide el dejarse llevar por la intuicién sensible, por ejem-
plo, en el razonar, aunque esa intuicién sensible se haga patente en
cuanto a la configuracién espacial en que los signos han de aparecer
en las férmulas. Ademds, una demostracion en uvn cilculo asi des-
arrollado —que se presenta como una figura compuesta de signos
o abreviaturas de tales signos— sélo es posible cuando se cumplan
unas determinadas condiciones. Asi, que tanto los signos de los
cuales se parte, como las proposiciones que se toman como pri-
mitivas —y que no son mis que férmulas o sucesiones de signos—,
como las reglas para operar con dichos signos y proposiciones estén
totalmente, explicitamente formulados. No cabe, por ello, y porque
los signos son meras marcas carentes de todo referencial, utilizar
otros axiomas implicitos, como ocurria en los Elementos, de
EucLipEs.

HiLBerT se veia abocado de esta forma, en la construccién de
un sistema formal, a considerar como tareas esenciales las si-
guientes :

l.  Enumerar todos los signos a usar, a utilizar en la Matemdética.
Signos que son de dos tipos: los propios de la Matemdtica, y
los que pueden denominarse l6gicos, como son los de copula-
cién, implicacién, cuantificacion. Todos ellos pueden ser desig-
nados como signos primitivos.

2. Caracterizar de manera no ambigua todas las combinaciones de
esos signos entre si. Segin esta caracterizacién unas combina-
ciones s¢ admitirdn como “significativas” y se pueden lamar
“férmulas” y otras se rechazarin por carentes de significacién
cn el interior del sistema. Ello se logra mediante el enunciado
de unas Reglas de formacion de foérmulas.

3. Completar un proceso de construccién que establezca la cons-
truccidn sucesiva de todas las férmulas que corresponden a las
proposiciones demostrables en la Matematica. Este proceso de-
mostrativo se llama demostracién, por lo que demostrar una
férmula no es mds que obtenerla bien como férmula primitiva,
axioma, bien como final de una demostracién.

Hay que observar, respecto a estos puntos del programa formalis-
fa, en cuanto a 1., que un formalismo no es un mero lenguaje ar-
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tificial, con signos artificiosamente elegidos. El formalismo pretende
desarrollar, con todo rigor, una disciplina, la Matematica, Fn este
sentido la artificiosidad del signo, del lenguaje elegido, no existe.
Aunque de hecho se puedan construir lenguajes formalizados con
signos enteramente arbitrarios, tengan ¢ no una posterior realizacién
o modelo. Lo importante es la construccién de un lenguaje artificial
que sea el trasunto, el reflejo de la comstruccién matemdtica. Un
simbolismo po interpretado o no apto para la interpretacién es sélo
un juego con signos; se convierte en lenguaje cuando se dispone
de una realizacién de esos signos y de las reglas para operar con ellos.

En cuanto a 3., se debe precisar que esas reglas de construccién
que permiten obtener a particr de unas férmulas bien construidas
otras también bien construidas, no se pueden expresar en el mismo
lenguaje que ‘el que Ie corresponde a los signos. Las reglas de cons-

truccién o derivacién han de ser entendidas por quien va a desarro- .

Har el célculo formal. Si éste puede decirse que permanece en un
plano enteramente sintdctico, las reglas de derivacién han de situarse
en otro plano, de cardcter semantico. Pueden ser también forma-
lizadas, pero en este caso lo han de ser en lenguaje de nivel superior.
Se entra de lleno en los distintos niveles lingiifsticos, asi como en
las distinciones entre “uso” y “mencién™ de un signo.

La formulacién rigurosa de las reglas de derivacién exigidas por
el formalismo no es nada ficil. En general se aceptan como primiti-
vas dos: el “modus ponens” y la regla de sustitucién, De ellas,
pueden derivarse otras, de cardcter seméntico, apoyadas en el lla-
mado “teorema de Herbrand”,

Los tres puntos que HILBERT indicé como tarea esencial de la
Matematica han constituido la esencia de todo el posterior desarrollo

de la Tiisma y, consecuencia forzada, de la manera de concebirla y
expresarla.

ESTILO FORMAL.

Exposicion matemdtica o Estilo formal que suele constar, cuando
la teoria va formalizada, de los pasos siguientes, que completan una
axiomatizacion total de la teoria:

Formulacién de los signos primitivos; formulacion de las férmu-
las de partida o axiomas:; definiciones, también formalizadas, que
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permitan abreviar los cdlculos; traduccién al lenguaje simboélico de
todas las férmulas, de Jas cuales no puede hablarse de que sean ver-
daderas o falsas como adecuadas o no a la realidad, sino dnicamente
de si estdn bien o mal construidas de acuerdo con las reglas de cons-
truccién de las mismas. Finalmente, exposicién rigurosa de las reglas
de derivacidn, éstas en un lenguaje de nivel superior al puramente
sintictico en que van formulados los puntos anteriores.

A partir de estos elementos, se van encadenando las comstruc-
ciones formales, derivaciones o demostraciones de férmulas tomadas
como teoremas, considerados como meras férmulas signicas, que
podrédn temer ulterior interpretacién en campos muy conrocidos de la
Matemética o de fuera de ella,

El rigor matemdtico con este estilo es dptimo. Es el dnico estilo
en el cual puede afirmarse, en su plenitud, lo anterior. La Matemai-
tica formalizada es exacta, en el sentido querido por el intuicionista
BROUWER cuando al referirse al formalismo sefiala que la

exactitud matemdtica no reside mds que en el desarrollo de la
sucesion de relaciones, y es independiente de la significacion
que se le podria querer dar a esas relaciones o a las entidades
que ellas relacionan.

La carencia de contenido eidético en el desarrollo de un célculo
formal se ha exagerado, queriendo ver en el método formalista, por
ejemplo, un mero juego de signos del tipo del ajedrez —con el que
se ha comparado constantemente—, en el cual lo que importa, apar-
te de las fichas y de su posicién inicial, son las reglas del juego y su
manejo, Sin embargo, el Célculo formal que construye el matematico,
se realiza teniendo en cuenta una ulterior realizacién y no por el
exclusivo placer del juego formal. Pero ya- he insistido en este
punto suficientemente al empezar el libro.

Un ejemplo.

Es dificil dar un ejemplo de estilo formal, en su plenitud. Y ello,
tanto por sus limitaciones intrinsecas, como por la longitud exigible,
minima, para su ejemplificacién. Sin embargo, y en primera apro-
ximacién, voy a mostrar la derivacién de dos teoremas relativos a la
Teoria de grupos, de caricter absolutamente elemental. Para ello
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s¢ suponen conocidas, por previamente formuladas, todas las con-
diciones que he indicado en el punto anterior, entre ellas las de uni-
versalizacién y particularizacién, que indiqué como no formuladas
en el estilo geométrico griego. Unicamente sefialo, en primer lugar,
las férmulas primitivas que van a utilizarse en la derivacién, van
precedidas de P, premisa. En la derivacién, Ia columna izquierda
indica el niimero correspondiente de lfnea: la de la derecha, algunas
indicaciones respecto a las reglas que entran en juego en la deriva-
cion, y que deberian suprimirse en un puritano formalismo .

P. 1. (x) (¥) (z) (xo(yoz) = (x0y)oz)

P.2 (x) (3€) (xoe = x)
P.3.(x) (3 x) (xox" = ¢)

Teorema 1: (x) () (2) (x0z = yoz - x = ¥)

Derivacidn
1. (xoz)oz’ = (x0z)o7’ Identidad '
2. xoz = yoz P condicional Teor., particu-
larizada

3. (xo2)oz = (yoz)oz
4. x0(z07) = (xoz)oz’ Sust. en Pl, particularizada
3. yo(zoz') = (yoz)oz' Sust. en PL, particularizada
6. xo(zoz) = (yoz)oz’
7. x0(z0Z') = yo(zoz')
8. o =c¢e Sust. en P3
9. x0e = yoe
10. xoe = x Sust. en P2
1. x = yoe
12, yoe=1y
13. x=y
14, xoz=yoz >x=y
15. (x) (%) () (x0z = yoz -+ x = y} Universalizacién
Teorema 2: (x) (xoe = eox)
Derivacicn
1. eolxox’) = (eox)ox’ Sust. en Pl

Xox = e
3. eoe = (eox)ox’

i De P, SuPPES: Introduccidén a la Légica simbolica. Bd. Cecsa. México,
1966, pp. 146 y 152.
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€oe = ¢

e = (eox)ox’

xox’ = (eox)ox’

() () (1) (x0z = yoz - x = y) Teor. 1

x0x' = (eox) ox' — x = eox Sust. en 7, Particularizada

x = eox

10, x0e = x

11. xoe = eox

12, (x) (x0e = eox)

LN A

La estructura formal.

La importancia de los trabajos de Davip HILBERT ¥ su escuela
formalista es verdaderamente incalculable. Por 1o pronto ha cam.
biado el estilo de pensar matemético con su influencia, y el estilo
propio de expresarse. A pesar de que no ha logrado el éxito com-
pleto en cuanto a una tinica fundamentacién de la Matematica, su
intento ha dado paso a una serie de estudios y nuevas disciplinas
como la Metamatemdtica.

Pero es en la propia Matematica donde su influjo es total, hasta
el extremo de que hoy puede ser definida esta disciplina como la
ciencia de las estructuras formales. A partir de la teoria de con-
juntos, que puede ser axiomatizada completamente -—aunque no
por ello toda la problemdtica que la misma encierra haya sido re-
suelta de modo satisfactorio, por lo que puede seguir considerandose
que la Matemdtica carece todavia de una apoyatura alcanzada de
una vez para siempre, ntopia pretendida v difundida por muchos—
se pueden desarrollar cada uno de los campos de la Matematica
teniendo en cuenta sistemas de cardcter axiomatico. Sistemas que
se engloban en tres tipos de estructuras formales : algebraica, topold-
gica, de ordenacién. Las tres se combinan entre s{ dando explicacion
de casi toda la Matematica hasta ahora comocida. Es la obra reali-
zada por el grupo de NicoLis BoURBaKI, tras la década de los treinta.
Por lo que ¢l influjo de HILBERT ha sido difundido ¥ remachado por
la escuela francesa bourbakista, uhificando, priacticamente, todo el
edificio matemaitico v el estilo correspondiente.

2. ESTILO SEMIFORMAL.

La pretensién de realizar toda la obra matematica en plan es-
trictamente formal, constituye una meta demostradamente utdpica.
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Demostradamente, por el propio formalismo, que ha sefialado, en
lo que vienen llamindose “teoremas de limitacién” sus alcances.
Sin embargo, partes de la misma si pueden exponerse en tal estilo.
Por ejemplo, la teoria de grupos finitos, de la que he dado el ejemplo
anterior de tal derivacién formal.

A pesar de lo cual, el estilo matemdtico actual es seguir 1o mis
cerca posible las normas del estilo formal, aunque sin llegar a
cumplirlas en su totalidad. Y ello, porque ademds de Jas limitaciones
internas de los formalismos, en toda demostracién formal se en-
mascara un hecho que es trascendental para el matemdtico: el ni-
cleo o la esencia directora de la demostracién. Asi, en el ejemplo
dado de la ley de cancelacién o simplificacién de la teoria de grupos

la clave de todo ¢l proceso se encuentra en la linea 7, al reemplazar

de modo adecuado en P.1., sustitucién adecuada que conduce, por
P.3., ala linea 11. Lo mismo se puede decir respecto al segundo teo-
rema, de unicidad de elemento neutro a izquierda y derecha, que las
claves se encuentran en la sustitucién a realizar en P.1., linea 4 y en
¢l uso del teorema anterior, introducido ya como premisa conocida,
sin tener que volver a desarrollar todo el mecanismo para obtener un
resultado ya previamente establecido. Y estas claves son las que,
precisamente, deberfan ir en un muy primer plano y no quedar
ocultas en el proceso demostrativo.

En el estilo semiformal se parte, en breve introduccion aclaratoria
a la obra o en final tras indice, de una clave de signos a utilizar o
utilizados ; a partir de este punto, sin especificaciones en cuanto a las
reglas 16gicas de inferencia —supuestas conocidas—, se dan los axio-
mas de la estructura o estructuras a utilizar, las definiciones con-
venientgs, y se dan justificaciones de cardcter “intuitivo” respecto
al motivo de tales definiciones, de la marcha a seguir, del alcance
de las mismas y de las proposiciones que se demuestran. En oca-
siones se dan ejemplos, o campos de aplicacién. Con todo lo cual
se aligera 1a redaccién, se permite el recurso a la retdrica al utilizar
en estas ocasiones el lenguaje ordinario, prohibido en la expresion
auténticamente formal de la obra. :

Un ejemplo.

Como ejemplo de este estilo semiformal, caracteristico de la
Matemdtica actual, se podria citar Eléments de Mathématiques. Es

LOS ESTILOS 193
la obra del grupo NicoLAs BOURBAK], estructurada en forma axioma-
tica a partir de la teoria de conjuntos en las tres ramas algebraica,
topoldgica y de ordenaci6n, con sus interrelaciones correspondientes.
Es la que, retomando la bandera hilbertiana, ha marcado y marca
¢l sendero, tanto de la actual Matemdtica como de la futura, en
un plazo que se prevé bastante amplio —aunque existan autores,
como S. LanG, que afirman su influencia “in content, not expository
style” ,

El texto elegido pertenece al Libro II, Algebra, Capitulo 5,
“Cuerpos Conmutativos” %

# % 1, Cuerpos primos. Caracteristica.

1. Cuerpos primos.

Se sabe (Cap. I, # 5 9, nim. 2) que la interseccién de una
familia cualquiera de subcuerpos de un cuerpo K es un subcuer-
po de K ; en particular, la interseccién P de todos los subcuer-
pos de K es el minimo subcuerpo de K; no contiene ningiin
subcuerpo distinto de si mismo., '

Definicién 1. Se dice que un cuerpo es primo si no contiene
ningin subcuerpo distinto de si mismo.

Todo cuerpo K contiene, pues, un cuerpo primo y uno sélo
P: vamos a determinar la estructura de P. Para ello, notemos
que P, como todo subcuerpo de K contiene el elemento unidad
ede K (yaque x2=xy x*=0 entrafia x =¢ en K, cf. cap. I,
# 9, nim. 2); es, por lo tanto, el subcuerpo de K engendrado
por e (también se puede decir que es el subcuerpo de K engen-
drado por la parte vacia @ de K). Consideremos en primer lu-
gar el subanillo A de K engendrado por e; A contiene todos los
elementos n - e, donde n€EZ, y como estos elementos forman un
anillo, 4 es idéntico a su conjunto; por otra parte, la aplicacidn
n — n-e es una representacién del anillo Z de los enteros ra-
cionales sobre 4 (cap. I, # 8, nim. 8). El conjuato de los en-
teros n€Z tales que n-e = 0 es un ideal (p) de Z, donde p >0

51 dlgebra, Ed. Addison-Wesley, 1963, p. VL
52 [ o tomo de la 2.* ed. correspondiente al fasc. Hermann 1102, Paris,
1959.

13



194

INTRODUCCION AL ESTILO MATEMATICO

es la caracteristica (cap. I, ¥ 8, ntim. 8) del cuerpo K, y A ¢s
isomorfo al anillo cociente Z/(p). Dos casos pueden presentarse:
1.° p = 0 A es entonces isomorfo a Z; como 4 = P, P contiene
el cuerpo de fracciomes de A (cap. 1, ¥ 9, nim. 4), que es
isomorfo al cuerpo @ de los nimeros racionales; como P es
un cuerpo primo, es idéntico al cuerpo de fracciones de A,
luego es isomorfe a Q.

22 p#0; como A4 estd contenido en un cuerpo, no puede conte-
ner divisores de cero; por lo tanto, Z/(p) no puede contener
divisores de cero, lo que implica gue la relacion p = mn (m >
> 0, n > 0) entraiia m = 0 (mod. p) 0 n = 0 (mod. p), es decir,
m=p 0 H=p; por consiguiente, ‘p es un himero primo
(capitulo I, = 8, mim. 7). Pero se sabe (capitulo L, 9, teor. 2)

que, para todo nimero primo p, Z/{p) es un cuerpo; por con- -

siguiente, P es idéntico 2 A e isomorfo a Z/(p). En resumen:

TEOREMA 1. La caracteristica de un cuerpo K es igual a 0
0 a un mimero primo. Si K es de caracteristica 0, el subcuerpo
primo de K es isomorfo al cuerpo @ de los niimeros racionales.
Si K es de caracteristica p = 0, el subcuerpo primo de K es
isomorfo al cuerpo Z/(p) de los enteros racionales médulo p.

Noras.—1) Para establecer el teor. 1, no hemos utilizado el
hecho de que K sea conmutative; el teor. 1 se aplica, pues,
a todo cuerpo conmutativo o no.

2} Todo subcuerpo de un cuerpo K (conmutativo o no)
contiene el subcuerpo primo de K, por lo tanto, tiene la mis-
ma caracteristica que K.

3) Siendo el cuerpo Q infinito, todo cuerpo de caracteristi-
ca 0 es infinito; iodo cuerpo finito tiene, por lo tanto, una
caracteristica = 0.

2. Exponente caracteristico.

Estando dado un cuerpo X de caracteristica p, llamaremos ex-
ponente caracteristico de K al mimero p si p > 0, y al mimero 1
sip=20.
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PROPOSICION 1. - Si p es el exponente caracteristico de un cuerpo
conmutativo K, la aplicacién x — x? es un isomortismo de K
sobre uno de sus subcuerpos.

Estd claro que (xy)* = x"y". Vamos a demostrar que

A cHyyr==x+y

P[P
Esevidente sip = 1.Sip > 1, se tiene (x + yP = 3 (k) xkyp

ko

P P
donde ( )= ( )= 1: no nos queda, pues, mis que demostrar
o P

¢ = 0. Ahora bien, se tiene

P
que, cuando 1 < k < p,(k

k1 (i)=p(p—1)...(p—-k + 1), luego (£ ! e)((z e) =

=plp—1)...(p—k+1)e=0como k! e=e(2e)(3e)...(ke)
y he ¥ 0 para 1 << h < p, se tiene kK ! e¢ * 0, de donde

P
(k) e = 0. La aplicacién x — x® es, pues, una representacion

de K en si mismo; como no es nula, es un isomorfismo de K
sobre uno de sus subcuerpos (cap. I, 9, teor. 1).

#= F Extensiones.

Sea K un cuerpo, y L un subcuerpo de K; los elementos unita-
rios de K y L son idénticos, por tanto, L puede ser dotado de
una estructura de dlgebra sobre K (cap. II, ¥ 7, nim. 1). Di-
remos que L, dotado de esta estructura de dlgebra sobre K, es
una extensién de K, reservaremos la palabra de subcuerpo para

_designar L dotado de su estructura de cuerpo sin operadores.

Se notard que todo cuerpo puede ser considerado como una ex-
tensién de su subcuerpo primo.

Cada vez que, sin precisar, se diga que un cuerpo K estd con-
tenido en un anillo L se entenderd que K es subcuerpo de L
(dicho de otra forma, que su estructura de cuerpo estd inducida
por la estructura de anillo de L). Sean L y M dos subcuerpos
de K tales que K = L = M ; se dird que L es un cuerpo inter-
medio entre K y M; dotado de su estructura de extensién de K,
es un subdlgebra de M, que se le llama también subexrension
de la extension M de K...
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Las formas expresivas utilizadas por el matematico para dar
cuenta de su trabajo son, en general, las mismas que las empleadas
en cualquier otra disciplina. Inciden en ese trabajo, que se puede
considerar de dos tipos: Creador, Divulgador. Da paso, esta in-
terrelacidn, a tres distintos niveles expresivos: Lenguaje de creacién,
Lenguaje de exposicidn, Lenguaje de divulgacién.

1. LENGUAJE DE CREACION

El Lenguaje de creacién puede reflejarse en tres formas distintas:
Ensayo, Diario personal, Carta,

1. EnNsavo.

El ensayo pertencciente a este nivel suele ser breve. Se publica en
revistas, atendiendo fundamentaimente a dejar constancia de la idea
obtenida. Se desarrolla, incluso, en leve esquema, sin lievar a veces ni
un minimo de demostracién de las proposiciones que enumera. En
ocasiones se citan resultados, teoremas, y se promete su demostra-
cién en trabajo posterior. En ocasiones es demostracién de sélo un
teorema, pero de muy amplia generalidad, en cuyo caso puede ir to-
talmente desarrollado.

—
2. EL DIARIO MATEMATICO.

El diario matemdtico se escribe, como tode diario, con la intima
conviccion de que, en plazo mds o menos breve, serd publicado. Bien
por aquel que lo escribe —y puede ser publicado entonces en su to-
talidad o desarrollando algiin punto ¢ tema especial—, bien de ma-
nera pdstuma. De aqui que lo considere como una forma expresi-
va mds.

En general, el matemdtico creador ha solido trabajar *de
cabeza” -—asi, por ejemplo, encontramos declaraciones del tipo “los
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resultados hace mds de un afio que los tengo, pero no escritos en
parte alguna”, en matemdticos como ABEL, GaLols, Gauss, POIN-
CARE...—, A pesar de lo cual utiliza su borrador, su cuaderno de no-
tas. En €l se apuntan los resultados, los esbozos, las posibles demos-
traciones, el mero esquema, a la vez que la fecha de los mismos. Se
convierte, el borrador, de esta forma, en auténtico Diario matematico.

El borrador de Dedekind.

Como ejemplo de borradores puede citarse el de RicHARD DEDE-
KIND. Si en carta de 1899 el gran matemitico aleman recuerda

Cuando el joven FELIX BERNSTEIN me hizo una visita en Harz-
burgo por la Pentecostés 1897, me hablg del teorema B, p. 7,
de la traduccion Marotte, se sorprendié un poco cuando le dije
mi conviccion de que este teorema era ficil de demostrar con
mis métodos; sin embargo, la entrevista no fue mds adelante
sobre su o mi demostracion. Tras su partida me dediqué a ello
y construl la demostracion adjunta®.

En 1932 ZerMELoO, al leer 12 correspondencia CANTOR-DEDEKIND,
tuvo la sorpresa de encontrar que esa demostracién era la misma que
€l publicara, como original, en 1908. Pero lo curioso es que DEDE-
KIND habia dado ya la demostracién, en un borrador fechado por
€l mismo con “1887-7-11”, dicz afios antes, como descubrié Ca-
VAILLES al estudiar el borrador del matemitico aleman,

El Digrio de Gauss

Modelo de Diario matemdtico bien puede considerarse el borra-
dor de Gauss. En vida, muchas veces se permiti6 Gauss afirmar
que teorias nuevas, incluso revolucionarias, le eran conocidas desde
muchos afios atrds. Asi, por ejemplo, comunica a LEoPoOLDO CRELLE,
tras Ia Jectura de los trabajos de ABEL sobre las funciones elipticas,
en 1828, que €l lleva trabajando sobre el tema mds de treinta afos,
Agrega:

Otras ocupaciones me impidieron por el momento editar estas
biisquedas. ABEL me ha adelantado, al menos para la tercera

' De Philosophic mathématique de J. CAVAILLES, p. 184. Ed. Hermann,

 Paris, 1962.
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parte de estos trabajos. Viene a situarse justamente en la via a
la que llegué en 1798. No puede por ello extrafiarme que, parq
la mayor parte, haya llegado a los mismos resultados. ¥ como,
por otra parte, su exposicion testimonia tantg penetracion y ele-
gancia, me veo dispensado por ello mismo de exponer las mis-
mas cuestiones... >

En algiin caso, afirmaciones de este tipo prioritario, sin aparente
demostracién de tales trabajos, provocaron reacciones muy violen-
tas. Asi, el hiingaro Bovryal creé la geometria hiperbélica con inde-
pendencia del ruso LOBATCHEVSKI en los entornos de 1830. El tra-
bajo, breve, del hiingaro se publicé como Apéndice de un tratado
de mateméticas compuesto por ¢l padre de BoLyal, aficionado a la
Matemitica més que auténtico matematico, pero muy amigo de
Gauss. Este envi6 su opinién al leer el Apéndice, afirmando que tal
geometria Ja tenia muy ampliamente desarrollada ¥ que no la habia
publicado “por temor al grito de los beocios”, y que ya se veia “dis-
pensado de exponer dichas cuestiones”. JaNos Boryar abandoné
airado la Matemdtica, con muy fuerte discusién familiar, acusando al

padre de haber comunicado a Gauss sus bisquedas antes de la

publicacidn.,

De hecho, la tragedia del Diario intimo no publicado en vida, es
la creacién de este ambiente de recelo cuando se permiten afirma-
ciones de prioridad como las emitidas por Gauss. El clima creado
por éste, considerado como “princeps mathematicorum”, puede re-

flejarse en la opinién emitida por LEGENDRE en carta a Jacosi de 30
de noviembre de 1827

.Como es posible que el sefior Gauss se hayva atrevido a de-
cires-que la mayor parte de vuestros teoremas le eran conoci-
dos y que él los habia descubierto en 18087

-..Este exceso de impudicia no es creible por parte de un

hombre que tiene suficiente mérito personal como para no tener
necesidad de apropiarse los descubrirmientos de otros... Pero
es el mismo hombre gue en 1801 quiso atribuirse el descubri-
miento de la ley de reciprocidad publicado en 1785 y que quiso
apropiarse en 1809 del método de los minimos cuadrados pu-
blicado en 1805, Otros ejemplos se encontrarian en otros lugares,
pero un hombre de honor debe evitar imitarlos®,

2 J. BARINAGA: Misceldnea matemdtica.
* Y. BARINAGA: Misceldneq matemiditica.
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LEGENDRE insiste con fecha 14 de abril de 1828. Jacos: ha Tes-
pondido, anticipindose a esta tltima insistencia. Ha dado una po-
sible explicacién. El 12 de abril ha escrito :

En cuanto a M. GaUSs, no ha publicado atin nada sobre las
funciones elipticas, pero es cierto que ha tenido cosas bonitas.
Si ha sido adelantado y quizd sobrepasado, es una justa pena
de que haya cubierto con un velo mistico sus frabajos. No lo
conozco personalimente, habiendo estudiado la filologia en Ber-
lin, donde no hay geémetras de distincion*.

El velo mistico fue roto con la publicacién de los borradores de
Gauss. Y esa publicacién mostré que, de modo efectivo, todo lo que
€l se habia atribuido era cierto. Y mds adn, en su Diario se encuen-
tran ideas y temas desarrollados o esbozados, con total independen-
cia por otros mateméticos afios después.

3. LA CARTa.

Es un género que tuvo su época entre los matemiticos, Debemos
considerar dos tipos de cartas. La obra que adopta esta forma, pero
en cl fondo es un auténtico ensayo o libro dirigido al gran piiblico,
y la carta personal.

Carta-Ensayo.

De la primera se pueden citar las de. ARQUIMEDES, Son, en reali-
dad, verdaderos libros escritos en lenguaje o estilo geométrico, salvo
el cldsico comienzo

ARQUIMEDES a ERATOSTENES, jSalud! Te escribi...

Falto de imprenta, el matemdtico siracusano ha de dar a cono-
cer sus resultados a los gedmetras de Alejandria a través de su
amigo, y para ello elige el género epistolar, mera excusa para un
contenido estrictamente geométrico,

* J. BARINAGA: Misceldnea matemdtica.

o TR



200 INTRODUCCION AL ESTILO MATEMATICO
Fuente informativa.

A pesar de la existencia de la imprenta, los matemdticos se ponen
€n contacto personal mediante la carta en los siglos xvi-xvi. Asom-
bra observar cémo viajaban para establecer relaciones directas y
conocer y dar a conocer, asi, las nuevas ideas. Viajes acompafiados
de numerosas cartas. En este sentido, el padre MERSENNE es enlace
clave de todo el pensamiento cientifico, intermediario entre las mds
grandes personalidades del pensamiento de la época. Es correspon-
sal de DESCARTES, PascaL, FErMAT, ROBERvVAL, HUYGENS..., € in-
tercambia sus opiniones, sus criticas, sus descubrimientos, Estos,
cuando son estrictamente matemadticos, se limitan, en general, al
enunciado sin demostracién, salvo cuando existen disputas de prio-
ridad o provocadas por oscuridad expresiva. Sin embargo, se pue-
den citar las intercambiadas entre Pascar v FerMAT dando origen
al Célculo de probabilidades, donde todos los casos posibles son
discutidos con detenimiento absoluto, exhaustivo.

El intercambio epistolar se convierte en fuente de informacién,
sustitute de la revista estrictamente matemadtica, inexistente en la
€poca y que conduce a los mateméticos a permanentes disputas plan-
teadas y resueltas epistolarmente. Asi, el reto de Pascar con la ci-
cloide; las discusiones entre DESCARTES, FERMAT, ROBERVAL, los
PascaL —padre e hijo—, en cuanto a la tangente y normal a una
curva; las que surgirdn entre LEIBNIZ y NEWTON, aunque al principio
sus cartas se tramitan, amistosas, a través de la Royal Society, para
darles cardcter oficial; entre los hermanos BERNOULLI...

Fuente de informacién lo serdn siempre. Y en algin caso lo-
graran Tescatar obras perdidas u olvidadas. Asi, las intercambiadas
entre LEGENDRE y JacoBl, y que he mencionado antes, servirin para
que JacoBI reclame la Memoria presentada por ABEL a la Academia
de Ciencias de Paris. ABEL habia publicado en el Journal de Crelle,
en 1829, un ensayo en el que hacia referencia a un trabajo presentado
dos afios antes a la Academia de Ciencias de Par{s. En carta de 14
de marzo de 1829, JacoBI escribe :

iQué descubrimiento de ABEL el de esta generalizacion de la
integral de EULER! [Nunca se habia visto cosa parecida! ;Pero
como es que este descubrimiento, quizd el mds importante de

lo que se ha hecho en matemdticas en el siglo en el que vivimos .
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estando comunicado a vuestra Academia hace dos afios, ha po-
dido escapar a vuestra atencion y a la de vuestros colegas? 5,

El 8 de abril, LEGENDRE da excusas, imposibles. Pero recuperd la
Memoria y, sin concurso previo, hizo que el Gran Premio de la
Academia fuera concedido a JacoBl y a AsEL, en 1830, dias después
de la muerte del matemdtico noruego.

La Carta-borrador.

Junto a los dos tipos anteriores de cartas podemos encontrar el
intermedio, que da informacion vy, a la vez, es obra de creacién. No
suele ir dirigido, en general, al priblico matemético, presenta un ca-
ricter mds intimo. De este tipo son, por ejemplo, las intercambiadas
entre CANTOR y DEDEKIND, 0 las de tono polémico entre FELIX
KiEIN y HENRI POINCARE. Las primeras, publicadas por vez primera
en 1937 en su totalidad, revelan un hecho interesante: las de DE-
DEKIND se reproducen del borrador del mismo, faltos de las cartas
auténticas, finales. Como los editores EMILIA NOETHER y JEAN Ca-
VAILLES sefialan :

Una gran parte de estas cartas ha pasado casi sin modificacién
a las publicaciones posteriores °. :

De modo efectivo, en ellas se encuentra toda la gestacién de la
gran teoria de los transfinitos de CANTOR, pasada por la crilica per-
feccionadora de DEDEKIND.

2. LENGUAIE DE EXPOSICION

El lenguaje que denomino Lenguaje expositivo —aungue toda
publicacién sea, en su sentido general, exposicién— comprende ya
el ensayo o memoria, ya el libro. Con un mayor cuidado expositivo,
refleja la tendencia al estilo universal, de semiformalizacién. Las
demostraciones se dan, en geperal, en esquema, atendiendo mds al
nucleo de pensamiento central que al detalle pormenorizado.

S J. BARINAGA: Miscelinea matemdtica.
® De Ph. math., p. 186.
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Hay que observar que el tipo de publicacién “memoria™ es quizd
el preferido por el matematico. En €1 logra dar un conjunto de de-
mostraciones de nuevas proposiciones acerca de un tema concreto,
particular. Puede ir desarrollando toda una rama de la Matemdtica,
si es preciso, pero a retazos. Como obra colectiva, la Matematica se
beneficia de este tipo de trabajo mas que del libro acabado. Exige
éste la culminacién de toda una obra que, a veces, no se logra fa-
cilmente. La memoria, mis breve, puede desarrollar en menor tiem-
po y con mayoer detalle aspectos que serian improcedentes en libro.
Permite, ademdas, una mayor libertad expresiva en cuanto a una po-
sible ausencia de rigor excesivo, de total axiomatizacidn. Por otro
lado, temas hay aptos para memoria y no para libro. Este, por ello
mismo, tiende a convertirse en volumen recopilador de ensayos an-
teriores, agrupados por una misma temdtica. Incluso el volumen
puede recoger las aportaciones de varios autores a un mismo tema,
complementdndose.

En otras ocasiones, el libro se presenta como resultado de cur-
sos orales en los cuales el autor ha expuesto teorias, enfoques, de-
mostraciones enteramente originales. En general, promete, en este
caso, ulterior revisidn y perfeccién, que en muchas ocasiones, quizd
la mayoria, no llegue a realizar, ocupada su atencidon en otros cam-
pos de la Matemaética,

Dificultades para el lector.

Para el lector, este nivel expositivo presenta muy serias dificul-
tades de cardcter localizador, esencialmente. Hasta el siglo pasado
eran nulas las revistas dedicadas a la Matematica. Fue la primera la
creada pot. GERGONNE en 1810. El Journal de Crelle apareci6 en 1326
gracias al impulso del financiero y amigo de la Matematica LEOPOL-
DO CRELLE y de ABEL. Las memorias de esta época son realmente
inaccesibles. De algunas existen reediciones en Antologias, siempre
parciales, o en las obras completas de algunos autores que las tienen
editadas completas o, al menos, casi completas. En la actualidad, se
produce la misma consecuencia, pero por causa contiraria: Existen-
cia de gran cantidad de tales revistas, m.':isr de diez mil exclusiva-
mente dedicadas a la Matemadtica. Con lo cual el probiema estriba
en la seleccion del tema; consiguientemente, de revistas especia-
lizadas en tal tema; finalmente, de los ensayos que, de modo efec-
tivo, sean los valiosos. Utopia del acierto.
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El peligro es tal que bastarfa recordar el permanente desfase de
la Matemitica espafiola por su incapacidad electiva, a pesar de la
buena voluntad de alglin matemdtico que, como ReY Pastor, llegd
a cambiar el panorama de esta disciplina en Espafia. Con palabras,
realmente descorazonadoras, del propio REy PaSTOR, pronunciadas
ya al final de su carrera, en 1956

A finales del siglo XIX damos un salto de gigante con la in-
troduccion de STAUDT, mds estudiado agui que en Alemania;
pero la Geometria se enderezd por el rumbo analitico, y tanto
CREMONA como TORROIA y quienes los seguiamos quedamos
una vez mds fuera del cauce’.

3 LENGUAIJE DE DIVULGACION

Al tercer nivel expresivo lo he denominado Lenguaje de divul-
gacion. Adopta, en general, la forma de libro llamado de texto o
de iniciacién. Ambas pueden ser, en algin momento, de iniciacion
o directa exposicién de teorias originales de un autor o escuela. Al
pretender —sobre todo los Hamados de texto— un piiblico mds am-
plio, aunque también profesional de la Matemdtica, su desarrollo
suele adoptar un estilo que no alcanza al semiformal. Por ello son
notas a tener en cuenta la claridad, sencillez, concisién..., notas
atribuibles o exigibles a toda obra cuyo caracter esencial se pretenda
didactico. .

En los de iniclacién —acentuado en lo que se¢ refiere a los de
texto—, pocas veces el autor busca el aporte original en cuanto a
nuevas teorfas. Si en la eleccién de las mismas, en su ordenacion,
demostraciones mds simples, biisqueda de aplicaciones, semejanzas
y ejemplos.

Precisamente por las dificultades sefialadas en el pérrafo ante-
rior, este nivel de divulgacidn se convierte en clave del progreso
matemdtico, Si la mejor fuente para el posterior trabajo es la memo-
ria o el ensayo descrito en el segundo nivel, solamente se estd en
condiciones de acceder a su comprensién en el caso del matemdético
normal o incluso creador —salvo el genio, cosa no muy frecuente—,
tras el previo conocimiento de este tercer nivel. En el momento ac-

" Discurso de contestacidén al de Ingreso de R. San Juan en la Real Aca-
demia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. Madrid, 1956.
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tual corresponde al mismo la labor preparatoria para, a su través,
alcanzar la “intuicién de lo formal”, base de esa posible y ulterior
Iabor personal en el terreno matemdtico.

La recreacion lectora.

Hay que observar, al llegar a este punto, que la obra matema-
tica exige tanto del que escribe como del que lee. Este, el lector
matematico, ha de “recrear” la obra, sea del nivel que sea, que tiene
entre manos. Ha de ser €l quien cubra las lagunas del texto, los rei-
terados “es inmediato™, “¢s evidente™, “se obtiene”, “el lector com-
probard”, ..., que jalonan las demostraciones completas de las pro-
posiciones que se enuncian en los del primero. Supone, esta labor, lo
que algunos autores, en sus prefacios, llaman “madurez matematica
_del lector”. Madurez obtenida, en general, en cotidiana labor de lec-
tura, de trabajo. Labor de enfrentarse con las formas de razonar,
con los objetos matemdticos, y que lleva a hacer creer, en algunas
ocasiones, en la existencia real, casi tan material como la tinta y el
papel en que va escrito este libro, de tales formas y objetos. y toda
esta primera fase ha de ser cubierta por las obras que he denomi-
nado divulgadoras.

Obra de final, de comienzo de época.

Pero, ademds de las razones anteriores de preparar mentalmente
para la “intuicién de lo abstracto™ al futuro matemdtico, este nivel
presenta off0" aspecto no menos esencial. Si he dicho gue el autor
busca, elige los temas, los ordena, este trabajo bien podemos con-
siderarlo tan creador como el que se refleja en el primer nivel con-
siderado, Las memorias, muiltiples, cubren, por no decir anegan,
ciertos campos. Pero la unidad, el saber elegir lo que de ellas es
realmente fructifero, es tarea que a veces se presenta como irrea-
lizable. En este sentido una obra de divulgacién matemética puede
ser culmen de toda una época o generacién, y base de apoyo de
otra. He citado el caso de una obra pretendidamente didictica, el
Traité élémentaire du Calcul differentiel et calcul intégral, de LACROIX,
que revolucioné la matemadtica inglesa del siglo x1x; he citado Ia obra
de HENKEL de 1867 con la explicita formulacién del “principio de
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permanencia de las leyes formales”, Podriamos agregar, entre otros,
y por su proximidad a nosotros, el tratado Algebra moderna, de
VAN DER WAERDEN, que sistematizd, por vez primera, en 1930-31,
los trabajos de la escuela algebrista alemana de Emiria NOETHER,
SteEINITZ, HASSE, ARTIN... ¥ ello de forma tal que se convirtié en
base de toda el 4lgebra llamada “moderna” que se ha realizado hasta
nuestros dias. En los cuales otra obra ha venido a sustituirla con
idéntico propésito y resultado, el Algebra conmutativa, de ZARISKi-
SamuEr, de 1958. Compendio sistematico de todo lo realizado en
este terreno, se convierte en el bagaje minimo necesario que ha de
tener cualquiera que pretenda hacer algo original en ramas de la
Matemdtica como el Algebra o la Geomeirfa algebraica. Obra que,
como resumen de propésitos, como deseo de lo que debe ser todo
tratado del nivel que he Hamado divulgatorio —y que no debe con-
fundirse con lo que vulgarmente se denomina divulgacidn, para la
cual el matemdtico profesional muestra una decidida aversién— es-
tampa como lema las palabras de G. COURTELINE:

Le juge: Acussé, vous ticherez d’étre bref.
L’acussé: Je ticherai d’8tre clair,
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